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Odpowiedzi do pytań i poleceń, a także rozwiązań zadań nie należy zapisywać w podręcz- 


niku. 


Żółtym paskiem na marginesie oznaczono materiał realizowany w zakresie rozszerzonym. 


* Tematy obowiązujące w zakresie rozszerzonym oznaczono gwiazdką. 


7. Zadania, których numery oznaczono kolorem niebieskim, nie należą do głównego toku 


lekcji, są mniej typowe lub trudniejsze. 


Oznaczenie przykładów z dowodami oraz ćwiczeń i zadań na dowodzenie. 
Oznaczenie lekcji w całości poświęconych dowodzeniu. 


Oznaczenie zadań, przy których rozwiązaniu należy skorzystać z kalkulatora. 
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Początki rachunku prawdopodobieństwa są związane z grami losowymi, do 


których należy na przykład gra w kości, i chęcią poznania szansy wygranej. 


W 1654 roku we Francji zapalony gracz w kości kawaler de Méré (czyt. de mere] 
zwrócił się do Blaise'a Pascala z prośbą o wyjaśnienie pewnych zagadnień 
związanych z grami hazardowymi. W celu rozwiązania tych zagadnień Pas- 
cal prowadził korespondencję z innym francuskim matematykiem — Pierre'em 
de Fermatem. Rok 1654 jest przyjmowany za datę narodzin rachunku praw- 
dopodobieństwa. 
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1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Uczeń: 

— wypisuje wszystkie możliwe 
wyniki danego doświadczenia, 

— stosuje regułę mnożenia do 
obliczania liczby wyników 
doświadczenia spełniających 
dany warunek, 

— przedstawia drzewo 
ilustrujące zbiór wszystkich 
możliwych wyników danego 
doświadczenia. 


Ćwiczenie 1 
26 - 10 = 260 


Multiteka 
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G Generator 
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E 10 1. Rachunek prawdopodobieństwa 


1.1. Reguła mnożenia 


Przykład 1 
Rzucamy dwiema monetami: dwuzłotówką i pięciozłotówką. Wypisz wszystkie 
możliwe wyniki tego doświadczenia. 


Niech o oznacza otrzymanie orła, a r — reszki 
na monecie dwuzłotowej, natomiast O — orła, 
a R- reszki na monecie pięciozłotowej. Moż- 
liwe wyniki doświadczenia to: 


oO, oR, rO, rR 


Przykład 2 
Rzucamy dwiema kostkami: niebieską i czerwoną. Ile jest możliwych wyników 
tego doświadczenia? 


Wypisujemy wszystkie możliwe wyniki: 


11 21 Zi 41 51 61 Kiedy piszemy o kostce, mamy na 
12 29 39 49 59 62 myśli sześcienną kostkę do gry. 
i3 3 33 43 53 63 Przyjmujemy, że wynikiem jedno- 


krotnego rzutu kostką jest liczba 
14 24 34 4a 54 64 otrzymanych oczek, a wynikiem 
15 25 35 45 55 65 rzutu dwiema kostkami — 
iĝ 26 36 46 56 66 uporządkowana para liczb. 


Wszystkich możliwych wyników jest 36 (zwróć uwagę, że rozróżniamy wyniki 
takie jak np. 23 i 32). 


Ćwiczenie 1 

Pewien kod składa się z jednej litery alfabetu i następującej po niej jednej 
cyfry. Ile różnych kodów można utworzyć, jeżeli w każdym będzie występowała 
jedna z 26 liter: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, 
U, V, W, X, Y, Z oraz jedna z 10 cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9? 


W takiej sytuacji, jak opisana w ćwiczeniu, zamiast wypisywać wszystkie moż- 
liwe pary tworzące kod, warto skorzystać z reguły mnożenia. Mówi ona, że jeśli 
zbiór A ma m elementów, a zbiór B ma n elementów, to liczba różnych par 
(x,y) takich, że z € A oraz y € B, jest równa m: n. 


Uwaga. Liczbę elementów zbioru A będziemy oznaczać A (lub [A/). 


Komentarz ae 
Warto powiedzieć uczniom, że symbol A często nazywany jest liczebnością lub mocą 
zbioru A. 


Przykład 3 

Niech A będzie zbiorem wszystkich dzielników naturalnych liczby 15, 
a B — zbiorem wszystkich dzielników naturalnych liczby 30. Ile jest par (x,y) 
takich, że x € A i y € B? 

A= {1,3,5,15}, B = {1, 2,3,5,6, 10,15,30}, zatem A = 4, B = 8. 

Liczba opisanych par jest równa A.B=4.8=32. 


Ćwiczenie 2 

a) Ile jest wszystkich punktów płaszczyzny, których pierwsza współrzędna 
jest dzielnikiem naturalnym liczby 12, a druga — dzielnikiem naturalnym 
liczby 28? 

b) Ile jest wszystkich punktów płaszczyzny, których pierwsza współrzędna jest 
liczbą naturalną mniejszą od 20 i podzielną przez 3, a druga — liczbą naturalną 
mniejszą od 30 i podzielną przez 4? 


Regułę mnożenia można sformułować bardziej ogólnie. 


Reguła mnożenia 


Jeżeli pewien wybór polega na podjęciu n decyzji, przy czym pierwszą 


decyzję można podjąć na kı sposobów, drugą — na kə sposobów, ..., n-tą — 
na k, sposobów, to takiego wyboru można dokonać na kı © ka>... kn 
sposobów. 

Przykład 4 


Ile może być numerów rejestracyjnych ma- 
jących na początku dwie litery, a następnie 
pięć cyfr (litery i cyfry mogą się powtarzać), 
jeśli w numerach tych mogą występować je- 
dynie litery W, E oraz cyfry 1, 3, 8, 9? 


AWE 91338 


Takich numerów może być: 2-:2-4-4-4-4-4= 4096. 


Ćwiczenie 3 

Ile może być kodów mających na początku cztery litery, a następnie trzy cyfry 
(litery i cyfry mogą się powtarzać), jeśli do utworzenia kodów wykorzystujemy: 
a) jedynie litery V, X, Y, Z oraz cyfry 1, 3, 5, 7, 9; 

b) jedynie litery A, B, C, D, E, F, G oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6; 

c) 26 liter alfabetu oraz wszystkie cyfry? 


Ćwiczenie 3 

a) 4-4-4-4:5.5.5= 32000 
b) 7.7-7-7:6-6-6= 518616 
c) 264 - 10° = 456976000 


Ćwiczenie 2 

a) A — zbiór naturalnych dziel- 
ników liczby 12 

B — zbiór naturalnych dzielni- 
ków liczby 28 

A-|12346 bl A=6 

B = [1,2,4,7,14,28) B=6 
A.B=36 

b) A — zbiór liczb naturalnych 


mniejszych od 20 i podzielnych 
przez 3 


B — zbiór liczb naturalnych 
mniejszych od 30 i podzielnych 
przez 4 


A = £0,3,6,9,12, 15,18), A=7 
B = {0, 4,8, 12, 16, 20, 24, 28), 
=8 

.B=56 


all toll 
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Ćwiczenie 4 


Ajos kostka 


2 4 6 zielona 
ZR /N a" 
LS 1la2o IL % a AN 
Możliwych jest 9 wyników. 


Ćwiczenie 5 

Niech o oznacza otrzymanie orła, 
a r — reszki na monecie dwuzło- 
towej, natomiast O — orła, a R— 
reszki na monecie pięciozłotowej. 


Tr 
O RO RO RO R 


Możliwych jest 8 wyników. 
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Przykład 5 

Rzucono kostką i monetą. Wynikiem doświadczenia jest para (a,b), gdzie a 
jest liczbą oczek na kostce, a b — orłem lub reszką. Ile jest możliwych wyników 
takiego doświadczenia? 


Zbiorem możliwych wyników rzutu kostką jest zbiór A = £1, 2,3,4,5,6). Zbio- 
rem możliwych wyników rzutu monetą jest zbiór B = {0,r}, gdzie o oznacza 
wypadnięcie orła, a r — reszki. 


A=6 oraz B= 2, więc wszystkich możliwych wyników jest A.B=12 


Poniżej przedstawiamy drzewo ilustrujące wszystkie możliwe wyniki tego do- 
świadczenia. 


1 2 3 4 5 6 wynik rzutu kostką 
o r o r o r o r o r o rT wynik rzutu monetą 


Wynikami tego doświadczenia są pary: (1,0), (1,r), (2,0), (2,r), (3,0), (3,r), 
(4,0), (4,r), (5,0), (5,r), (6,0), (6,r). 


Ćwiczenie 4 
Rzucono dwiema kostkami: zieloną i żółtą. Na kostce zielonej otrzymano pa- 
rzystą liczbę oczek, a na kostce żółtej — liczbę oczek mniejszą od 4. Ile jest moż- 
liwych takich wyników? Zbiór wyników tego doświadczenia przedstaw w po- 
staci drzewa. 


Ćwiczenie 5 

Rzucono kostką oraz dwiema monetami: dwuzłotową i pięciozłotową. Na kost- 
ce wypadła liczba oczek nie mniejsza od 5. Ile jest możliwych takich wyników? 
Zbiór wyników tego doświadczenia przedstaw w postaci drzewa. 


Zadania 


1. Ile jest możliwych kodów, w których na początku występują dwie litery, 
a następnie dwie cyfry (litery i cyfry mogą się powtarzać), jeśli wykorzy- 
stujemy litery A, B, C, D, E, F, G, H oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5? 


2. Ile jest możliwych kodów, w których na początku występują trzy litery, 
a następnie cztery cyfry (litery i cyfry mogą się powtarzać), jeśli wykorzy- 
stujemy litery A, B, C, D oraz cyfry 1, 2, 3, 4,5, 6? 


3. Na ile sposobów może się ubrać pani, która ma trzy różne kapelusze, sześć 
sukni i cztery pary butów? 


Odpowiedzi do zadań 
1. 8? -5° = 1600 

2. 4? . 6* = 82944 

4 8:6041=2 


10. 


8. 


Rzucamy trzy razy kostką. Otrzymane liczby oczek zapisane kolejno tworzą 
liczbę trzycyfrową. Ile wśród możliwych wyników jest liczb parzystych, 
a ile — większych od 500? 

Ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie: 

a) pierwsza cyfra jest nieparzysta, a pozostałe są parzyste, 


b) pierwsze dwie cyfry są parzyste, a pozostałe — nieparzyste? 


Ile jest liczb sześciocyfrowych, w których zapisie: 
a) cyfry pierwsza i ostatnia są takie same, 


b) pierwsze dwie cyfry są takie same i ostatnie dwie cyfry są takie same? 


Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie cyfra dziesiątek jest: 


a) o 4 większa od cyfry jedności, b) o 2 mniejsza od cyfry jedności. 


a) Uzasadnij, że liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5 jest mniej niż 200. 


b) Uzasadnij, że jest ponad 2000 liczb pięciocyfrowych podzielnych przez 5, 
w których zapisie mogą występować cyfry 0, 1, 2, 3, 4,5. 


a) Zapisz możliwe wyniki doświadczenia pole- 
gającego na trzykrotnym rzucie monetą (drzewo 6 r 


przedstawione obok jest ilustracją graficzną tego 
(0) F (0) T 
FTE 


W urnie znajdują się trzy kule oznaczone numerami 1, 2 i 3. Trzykrotnie 


doświadczenia). 
b) Ile jest możliwych wyników pięciokrotnego, 
a ile — dziesięciokrotnego rzutu monetą? 


wyciągamy kulę, zapisujemy jej numer i zwracamy ją do urny. Zapisane 
numery tworzą liczbę trzycyfrową. 

a) Przerysuj poniższe drzewo do zeszytu i uzupełnij je tak, aby ilustrowało 
wszystkie możliwe wyniki tego doświadczenia. 


pierwsze losowanie 


1 2 3 
s: ine wN losowanie 
b) Ile w ten sposób możemy í 2 3 


otrzymać liczb parzystych? trzecie losowanie 


c) Ile w ten sposób możemy í 2 


331 332 333 otrzymane 


otrzymać liczb podzielnych i 
liczby 


przez 6? 


Korzystamy z reguły mnożenia. 

a) Do ułożenia liczby trzycyfrowej podzielnej przez 5 potrzebne są trzy decyzje: 
1. decyzja (cyfra setek) — 9 możliwości: 1, 2,3,...,9; 

2. decyzja (cyfra dziesiątek) — 10 możliwości: 0, 1, 2, ..., 9; 

3. decyzja (cyfra jedności) — 2 możliwości: 0, 5. 

Zatem takich liczb jest: 9 : 10 - 2 = 180 < 200, co należało wykazać. 

b) Do ułożenia liczby pięciocyfrowej podzielnej przez 5 potrzeba pięciu decyzji: 
1. decyzja (cyfra dziesiątek tysięcy) — 5 możliwości: 1, 2, 3, 4, 5; 

2., 3. i 4. decyzja (odpowiednio cyfra: tysięcy, setek i dziesiątek) — 6 możliwości: 
W, 1, 2, 8, 44 56 

5. decyzja (cyfra jedności) — 2 możliwości: 0, 5. 

Zatem takich liczb jest: 5 : 6 : 6-6-2 = 2160 > 2000, co należało wykazać. 


10. 


. Liczby parzyste: 6-6-3 = 108, 


liczby większe od 500: 
2.6-6= 72 


.a)5-5-5-5 = 625 


b)4-5.5.5=500 


.a)9-10-10-10:10-1 = 90000 


b) 9-1-10-10-10-1 = 9000 


. a) Liczby dwucyfrowe, w któ- 


rych cyfra dziesiątek jest o 4 
większa od cyfry jedności, to: 
40, 51, 62, 73, 84, 95. 
Zatem 9 - 10 : 6 = 540. 


b) Cyfra dziesiątek o 2 mniej- 
sza od cyfry jedności: 02, 13, 
24, 35, 46, 57, 68, 79. 
Zatem 9 - 10-8 = 720. 


.a) Wynikami tego doświad- 


czenia są: (0,0,0), (0,0,T), 
(o,r,o), (o, r,r), (r,0,0), 

(r, O, r), To T, 0), (r, T, r): 

b) Pięciokrotny rzut: 25 = 32 
dziesięciokrotny rzut: 

2 = 10A 

b) Na końcu musi być licz- 
ba 2, czyli trzecią liczbę moż- 
na wybrać tylko na 1 sposób: 
Soola IL =W 

c) Trzy liczby: 132, 222, 312 


1.1. Reguła mnożenia 13 Fame 


Uczeń: 

— wypisuje wszystkie możliwe 
permutacje danego zbioru, 

— oblicza liczbę permutacji 
danego zbioru, 

— wykonuje obliczenia, stosując 
definicję silni, 

— wykorzystuje permutacje do 
rozwiązywania zadań. 
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1.2. Permutacje 


Przykład 1 

Na ile sposobów można ustawić na półce trzy różne 
książki? 

Oznaczamy książki numerami 1, 2, 3 i wypisujemy 
wszystkie możliwe ustawienia: 

123 132 213 231 312 521 


Trzy książki możemy ustawić na 6 sposobów. 


Przykład 2 

Na ile sposobów można ustawić na półce cztery różne 
książki? 

Oznaczamy książki numerami 1, 2, 3, 4 i wypisujemy 
wszystkie możliwe ustawienia: 


1234 2134 3124 4123 
1243 2143 3142 4152 
1324 2314 3214 4213 
1342 2341 3241 4231 
1423 2413 3412 4312 
1432 2431 3421 4321 


Otrzymaliśmy 24 możliwe ustawienia książek. 


W przykładzie 1. podaliśmy wszystkie trzywyrazowe ciągi, które można utwo- 
rzyć, przestawiając liczby 1, 2, 3, a w przykładzie 2. — wszystkie czterowyra- 
zowe ciągi, które można utworzyć, przestawiając liczby 1, 2, 3, 4. Takie ciągi 
nazywamy permutacjami. 


Definicja 
Każdy n-wyrazowy ciąg utworzony ze wszystkich elementów n-elemento- 
wego zbioru A nazywamy permutacją tego zbioru. 


Ćwiczenie 1 
Wypisz wszystkie permutacje podanego zbioru. 
a) {3,5} b) {3,5,7} c) {3,5,7,9} 


Liczbę wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy przez P,. 
Obliczamy ją, korzystając z reguły mnożenia. 


Ćwiczenie 1 

a) 35, 53 

b) 357, 375, 537, 573, 135, 153 

c) 3579, 3597, 3759, 3795, 3957, 3915, 
5379, 5397, 5739, 5793, 5937, 5973, 
1359, 7395, 7539, 7593, 7935, 7953, 
9357, 9375, 9537, 9573, 9735, 9753 


Przykład 3 
Na ile sposobów można ustawić na półce pięć różnych książek? 


Należy odpowiedzieć na pytanie, ile jest permutacji zbioru pięcioelementowego 
£1,2,3,4,5). Najpierw wybieramy jedną spośród pięciu książek i ustawiamy 
ją na pierwszym miejscu — możemy to zrobić na 5 sposobów. Następnie wybie- 
ramy jedną z czterech pozostałych książek i ustawiamy ją na drugim miejscu — 
możemy to zrobić na 4 sposoby, następnie wybieramy jedną z trzech pozosta- 
łych książek itd. Możliwych ustawień jest więc: 


5:-4-3-2-1= 120 
Definicja 
Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! |czyt. n silnia| oznacza iloczyn 
kolejnych liczb naturalnych od 1 do n: 


(M = l-Żc8o...*0 


Przyjmujemy również, że 0! =1i1!=1. 


Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
Podaj liczbę, którą należy wstawić w miejsce ?. ie i a) 4 
a) 41=3!.[] b) 8l=7L 7 © 12=11! |? i= 1 JE 
9 — 2 c) 12 
Zauważ, że dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi gl= 6 
równość: 4! = 24 
S= 120 
(n+1)!=n!(n++ 1) 8 a. 
"= i 7! = 5040 
Ćwiczenie 3 81 = 40320 
Uprość ułamek. gl — 362880 
5! 8! (n+1)! (n+2)! 10!= 3628800 
a) = c) — e ; 
Je ) wi ) m 8) i 11!= 39916800 
T! 102! (n=1)! ih 12! = 479001600 
b) 5 d) Too! EFA kac: 
Twierdzenie 
Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest nl. 
Ćwiczenie 4 
Ćwiczenie 4 aa 
| "EE "RE ! b) 7! = 5040 
Ile jest wszystkich permutacji zbioru 4, jeśli wiadomo, że: 
L — — — c) 10! = 3 628 800 
a) A = 6, b) A=7, c) A= 10, d) A = 12? d) 12! = 479 001 600 
Ćwiczenie 3 
a) 5 = 4.5 — 5 e) O — PGE —n+1 
b) = ST = 42 DE 
c) Żi=aem= WG g) ER! = RER =t mta 
[= o i — (n-2)! _ (n-2)! ża = 
d) 00 aa T = 10302 h) n! (n-2)!:(n-1)n GER nż-n 
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Odpowiedzi do zadań 


1: 
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w 


=a 


a) 5! = 120 
b) 6! = 720 
. a) 9! = 362880 


b) 9-9-8-7-....1=9-9!= 
= 3 265 920 


.a)4-4-3.2-1=96 


b)3-4-3-2-1=72 


.a)5-4-3-2-1-1=5!=120 


b) 5-4-3-2-1-3 = 5!-3 = 360 


) A = 4, bo 4! = 24 

b) A = 5, bo 5! = 120 

c) A = 8, bo 8! = 40320 

d) A= 10, bo 10! = 3628800 
) n! = 5040 dla n = 7 


b) 720 = 6! — 6 numerów nie- 
parzystych 
11 lub 12 osób 


. a) 4! = 24 


b)5-4-3-2=5!=120 


. a) 7! = 5040 


b) 8! = 40320 


Zadania 


a) Ile liczb pięciocyfrowych można utworzyć, wykorzystując wszystkie 
cyfry liczby 56 789? 

b) Ile liczb sześciocyfrowych można utworzyć, wykorzystując wszystkie 
cyfry liczby 245 768? 


a) Ile jest liczb dziewięciocyfrowych, w których zapisie nie występuje 
cyfra 0 i żadna cyfra się nie powtarza? 

b) Ile jest liczb dziesięciocyfrowych, w których zapisie żadna cyfra się nie 
powtarza”? 

Rozważmy liczby pięciocyfrowe, w których zapisie każda z cyfr 1, 2, 3, 4,5 
występuje dokładnie raz. 

a) Ile jest takich liczb mniejszych od 50000? 

b) Ile jest takich liczb większych od 30000? 


Z cyfr 4, 5, 6, 7, 8, 9 tworzymy liczby sześciocyfrowe o niepowtarzających 
się cyfrach. Oblicz, ile można utworzyć takich liczb: 


a) podzielnych przez 5, b) parzystych. 


Podaj liczbę elementów zbioru A, o którym wiadomo, że wszystkich moż- 
liwych jego permutacji jest: 
a) 24, b) 120, 


c) 40320, d) 3628800. 


a) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Ile osób brało 
udział w zawodach, jeśli wiadomo, że numery startowe można było przy- 
dzielić na 5040 sposobów? 


b) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Najpierw roz- 
dano numery parzyste, po czym okazało się, że numery nieparzyste można 
przydzielić na 720 sposobów. Ile osób brało udział w zawodach? 


Na ile sposobów można zakwaterować cztery osoby: 

a) w czterech jednoosobowych pokojach, 

b) w pięciu jednoosobowych pokojach? 

a) Na ile sposobów można umieścić 7 kul w 7 szufladach (kule i szuflady 
rozróżniamy) tak, aby każda szuflada była zajęta? 


b) Na ile sposobów można umieścić 7 kul w 8 szufladach (kule i szuflady 
rozróżniamy) tak, aby tylko jedna szuflada była pusta? 


10. 


11. 


12. 


15. 


16. 


14. 


15. 


16. 


a) Na ile sposobów można ustawić dziewięć osób w kolejce? 

b) Na ile sposobów można ustawić czworo dziewcząt i pięciu chłopców 
w kolejce tak, aby dziewczęta stały na początku kolejki? 

c) Na ile sposobów można ustawić troje dziewcząt i sześciu chłopców w ko- 
lejce tak, aby dziewczęta stały na końcu kolejki? 


Oblicz. 

a) & g 2) rg b GM 

b) zr e) ar h) rs k) Er 
A gras Da Ga PE ca 


a) Liczba permutacji zbioru (n + 1)-elementowego jest o 600 większa od 
liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n. 

b) Liczba permutacji zbioru (n + 3)-elementowego jest 120 razy większa 
od liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n. 


Rozwiąż równanie. 

a) (n+2)! = 90n! c) W = 42 e) an = 30 
a (n+3)! n!(2n—3)! _ 1 

b) 6!(n+1)!—7!-n!=0 d) (ni = 110 «f) Gn)(n=Dl "12 


(nz)! 
(n=3)! 


a) Uzasadnij, że nierówność 


< 12 spełniają tylko dwie liczby natu- 

ralne. 

(n+1)!(n—1)! 
(n!)2 


b) Uzasadnij, że nierówność < n spełniają wszystkie liczby 


naturalne większe od 1. 
Uzasadnij, że równość (n + 1)! — n! = n- n! jest spełniona przez każdą 


liczbę naturalną n. Korzystając z udowodnionego stwierdzenia, uzasadnij 
równość: 


1-1!+2-2!+3-3!+...+n-n!=(n+1)!-—1 

Ile zer na końcu ma podana liczba? 

a) 15! b) 30! c) 100! 

Grupa n przedszkolaków zostawiła rano swoje czapki w szatni. Z powodu 
popołudniowego zamieszania każde dziecko wróciło do domu w nie swojej 
czapce. Na ile sposobów jest to możliwe, jeśli: 

a) n= 3, b) n = 4, *c) n=5? 
(n+1)!-n!=n!-(n+1)-n!=n!(n+1-1)=n!-n 
1-1!+2-2!+3-3!+...+(n-1)-(n-1)!+n-n!= 
=2!— 1!+3!-2!+4!-3!+...+n!—(n-1)!+(n+1)!-n!=(n+1)!!-—1 
Zero na końcu iloczynu otrzymamy, gdy pomnożymy liczbę zakończoną cyfrą 5 przez 


liczbę parzystą lub gdy czynnikiem iloczynu jest liczba zakończona zerem. 

a) 3 (2-4- 5-10-15) 

Iloczyn pozostałych liczb (3-6-7-8-9-11- 12-13-14) nie kończy się zerem. 

b) 7(2-5-10-4-:15-20-8-25-30) c) 24 

Numerujemy dzieci i czapki. 

a) Możliwe są dwa przypadki: 231 i 312. 

b) Ciągi mogą zaczynać się od 2, 3 lub 4. Ciągi zaczynające się od 2: 2143, 2341, 
2413. Zatem mamy 3 : 3 = 9 permutacji. c) 44 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


a) 9! = 362880 
) 4! 


b) 4! - 5! = 2880 

c) 6! - 3! = 4320 

a) o 8 = 56 

b) 7 181-20-21 m T5 

c) 13 145 e 5 = 95 

d) TEGO + 3910 = 120 
9!-24 AL 


e) 310 11 12 = 58 
981-99-100-10! _ 

f) a 11.12.88] — 75 

5 


8) 1+5 = 


5!(1+6 
h) CE py = 
: n-4)!-(n- n- 
PR Z = 
=n=bn-e6 
j) (n-1)!:n(n+1) 


(n-1)! 


= 
z 


=n+n 


k) (n-1)!(n(n+ 1) — 


(e=Dl = p 


1) (n-1)!:n!:(n+1) _ 1a 


(n-1)!:n:n! U z 
a) (n + 1)! — n! = 600 
n!(n + 1) — n! = 600 
n! -n = 600, n = 5 
b) (n +3)! = 120n! 
n!(n + 1) (n + 2)(n + 3) = 
= 120n! 
(n + 1)(n + 2)(n + 3) = 120 
4.5:6=120,n=3 
a)n=8 b)n=6 c)n=5 
d)n=8 e)n=4 f)n=2 
a) SE <12 


dla n > EN 

(n — 2)(n — 1) < 12 

m — 3n—10<0 
ne(-2;5)in2>3,neN 
Zatem n = 3 lub n = 4. 
b) P+DIG=DL L 


(n1)? ER 


n!(n+1)(n-1)! _ n+1 _ 14 J 


n!(n-1)!n n n? 


n E N4} 
1+1<2<ndlan€N, 
[ML 
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1-a) 5 = 210 


= 30240 


9! 
11-31-21-11-11-11 


2. a) isra = 16800 


b) mrm = 12600 
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Permutacje z powtórzeniami 


Przykład 1 

a) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, K, R. Zmieniając kolejność li- 
ter, otrzymujemy czteroliterowe słowa (mające sens lub nie). Wyznacz wszyst- 
kie możliwe słowa. 


Jest 12 możliwych słów: 

AAKR AKAR AKRA KAAR KARA KRAA 

AARK ARAK ARKA RAAK RAKA RKAA 
b) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, T, T. Zmieniając kolejność liter, 
otrzymujemy czteroliterowe słowa (mające sens lub nie). Wypisz wszystkie 
możliwe słowa. 


Jest 6 możliwych słów: 
AATT ATAT ATTA TAAT TATA TTAA 


Rozpatrzmy n-elementowy ciąg, którego wyrazy należą do zbioru: 

A 
przy czym każdy z elementów a4,d2,...,a;, występuje jako wyraz ciągu 
odpowiednio n4,na,..., nę razy (czyli nı + Na +... + mk =n). 
Taki ciąg nazywamy n-elementową permutacją z powtórzeniami zbioru A. 
Liczba takich permutacji jest równa z 


ną!:na!-....ny!" 


Przykład 2 
Niech m określa, ile liczb sześciocyfrowych możemy otrzymać, przestawiając 
cyfry liczby zx. 


a) Jeśli z = 112222, to m = R = 
RA 6! 
b) Jeśli x = 112223, to m = zari = 60: 


1. a) Ile siedmioliterowych słów (mających sens lub nie) możemy otrzymać, 
przestawiając litery w słowie BARBARA? 


b) Ile dziewięcioliterowych słów (mających sens lub nie) możemy otrzy- 
mać, przestawiając litery w słowie KATAPULTA? 

2. Ile dziesięciocyfrowych liczb możemy otrzymać, przestawiając cyfry w licz- 
bie: 
a) 1222333444, b) 9989879876? 


1.3. Wariacje bez powtórzeń 


Przykład 1 

Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych spośród 
następujących: A, B, C, D, E, F, G, H, przy czym litery 
nie mogą się powtarzać. Ile jest takich kodów? 


Na pierwszym miejscu kodu możemy wpisać jedną z ośmiu liter, na drugim — 
jedną z pozostałych siedmiu, a na trzecim — jedną z pozostałych sześciu. Zatem 
jest 8- 7 - 6 = 336 kodów. 


Przykład 2 
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych spośród 26 liter alfabetu, przy 
czym litery nie mogą się powtarzać. Ile jest takich kodów? 


Takich kodów jest 26 : 25 : 24 = 15600. 


Ćwiczenie 1 

a) Ile można utworzyć kodów czteroliterowych, w których mogą wystąpić li- 
tery A, B, C, D, E, F i żadna litera się nie powtarza? 

b) Ile można utworzyć kodów czteroliterowych, w których może wystąpić każ- 
da z 26 liter alfabetu i żadna litera się nie powtarza? 


Opisane wyżej ciągi liter tworzące kody to przykłady wariacji bez powtórzeń. 
Definicja 
Każdy k-wyrazowy ciąg utworzony z różnych elementów n-elementowego 


zbioru A, gdzie k < n, nazywamy k-elementową wariacją bez powtórzeń 
zbioru Á. 


Zauważmy, że każda n-elementowa wariacja bez powtórzeń zbioru n-elemen- 
towego jest permutacją. 

Aby obliczyć liczbę k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru n-elemen- 
towego, korzystamy z reguły mnożenia. 


[D] Ćwiczenie 2 

Dany jest dziesięcioelementowy zbiór A. Uzasadnij, że: 

a) 4-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru A jest 10 :9-8-7, 

b) k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru A jest: 
10-9-...:(10—(k—1)), gdzie k = 1,2,...,10 


Ćwiczenie 2 

a) Pierwszy element możemy wybrać na 10 sposobów, drugi — na 9, trzeci — na 8, 
a czwarty — na 7. Otrzymujemy więc: 10 -9.8-7 wariacji bez powtórzeń. 

b) Pierwszy element wybieramy spośród 10, drugi spośród pozostałych 9, trzeci z 8 
i tak kolejno aż do k-tego elementu, który wybieramy spośród 10 — (k — 1). Mamy 
zatem: 10-:9-8:...-(10— (k— 1)) wariacji bez powtórzeń. 


Uczeń: 

— oblicza liczbę wariacji bez 
powtórzeń, 

— stosuje regułę dodawania do 
obliczania liczby wyników 
spełniających dany warunek, 

— wykorzystuje wariacje bez 
powtórzeń do rozwiązywania 
zadań. 


Ćwiczenie 1 
a) 6-5-4-3 = 360 
b) 26 - 25 - 24 - 23 = 358800 
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Twierdzenie 


Jeśli k Ś n, to wszystkich k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru 
n-elementowego jest: 


n=(n-1)-...-(n- (E- D)= 


Uwaga. Jeśli liczbę wszystkich k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru n-ele- 
mentowego oznaczymy przez V, to treść powyższego twierdzenia zapiszemy: 
k_ n! 
V = a dlak<n 
Ćwiczenie 3 
Ile jest liczb trzycyfrowych, w których zapisie nie występuje cyfra 0 i cyfry się 
nie powtarzają? A ile jest takich liczb czterocyfrowych? 


Przykład 3 
Ile jest liczb pięciocyfrowych podzielnych przez 5, w których zapisie występują 
tylko cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 i żadna z nich się nie powtarza? 


Liczba jest podzielna przez 5, jeśli jej ostatnią cyfrą jest O lub 5. 

Niech A będzie zbiorem tych liczb spełniających warunki zadania, których 
ostatnią cyfrą jest 0. 2]2]2]2]0 
Wówczas A jest równa liczbie czteroelementowych wariacji bez powtórzeń 
zbioru (1, 2,3, 4,5,6). 

6 


== ! z 
Niech B będzie zbiorem tych liczb spełniających warunki zadania, których 
ostatnią cyfrą jest 5. TRAE 


Zwróćmy uwagę, że pierwszą cyfrę liczby wybieramy ze zbioru {1,2,3,4,6}, 
więc B =5-5.4-:3 = 300. 


Zatem A + B = 360 + 300 = 660. 


W powyższym przykładzie zastosowaliśmy regułę dodawania. Mówi ona, że 
jeśli zbiory A i B są rozłączne, to liczba elementów zbioru AU B jest równa 
sumie liczby elementów zbioru A i liczby elementów zbioru B: A U B = A+B. 
Regułę dodawania można sformułować bardziej ogólnie. 


Reguła dodawania 


Jeśli zbiory Ay, Ao,..., A, są parami rozłączne, to: 


Ćwiczenie 3 
Trzycyfrowe: V = ET = 504 
Czterocyfrowe: V% = a = 3024 


Ćwiczenie 4 
Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych, w których zapisie występują tylko 
cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7 i żadna z nich się nie powtarza? 


Zadania 


1. Ile jest liczb trzycyfrowych, w których zapisie występują tylko cyfry 1, 3,5, 
7,9iżadna z nich się nie powtarza? A ile jest takich liczb czterocyfrowych? 


2. a) Ile można utworzyć siedmiocyfrowych numerów telefonicznych rozpo- 
czynających się od 71, w których żadna cyfra nie będzie się powtarzała 
i które nie będą zawierały cyfry 0? 
b) Ile można utworzyć siedmiocyfrowych numerów telefonicznych rozpo- 
czynających się od 701, w których żadna cyfra nie będzie się powtarzała? 


3. Do windy zatrzymującej się na 10 piętrach wsiadły 4 osoby. Na ile sposo- 
bów osoby te mogą opuścić windę, jeśli każda z nich wysiada: 
a) na innym piętrze, 


b) na innym piętrze i nikt nie wysiada na trzech ostatnich piętrach? 


4. Ilejest liczb pięciocyfrowych o niepowtarzających się cyfrach, jeśli pierwsza 
cyfra jest parzysta, a pozostałe są nieparzyste? 


5. [le jest liczb parzystych sześciocyfrowych o niepowtarzających się cyfrach, 
jeśli wiadomo, że w zapisie tych liczb występują cyfry: 
a) 1, 2, 3, 4, 5, 6, b) 0, 1, 2, 3,5, 7, 9? 


6. Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych o niepowtarzających się cyfrach, 
jeśli wiadomo, że w zapisie tych liczb nie występuje cyfra 0. Ile spośród tych 
liczb jest takich, że cyfry parzyste nie sąsiadują ze sobą i cyfry nieparzyste 
nie sąsiadują ze sobą? 


7. Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych podzielnych przez 25 o niepowta- 
rzających się cyfrach. 


8. Oblicz. 


a) VŽ b) V$ c) V d) vé e) V} f) Vp 


m n 


EJ 9. Dany jest zbiór n-elementowy. Uzasadnij, że: 
a) liczba (n — 1)-elementowych wariacji bez powtórzeń tego zbioru jest 
równa liczbie jego permutacji, 


b) liczba 2-elementowych wariacji bez powtórzeń tego zbioru jest parzysta. 


7. Liczba jest podzielna przez 25, jeśli jej dwie ostatnie cyfry należą do zbioru (00, 25, 50, 75). 


Cyfry nie mogą się powtarzać, stąd rozpatrujemy tylko 3 przypadki £25, 50, 75). 
A — ostatnie dwie cyfry to 50 


A = VŠ = 6720 
B — ostatnie dwie cyfry to 25 lub 75 
B=(7-7-6-5-4)-2= 11760 
A+ B= 18480 
9.) =m=u=ni = u = Al 


n! n-2)!-(n-1):n 
b) = ZI =í 22 > = (n-1)-n 
Jest to iloczyn dwóch kolejnych liczb naturalnych, stąd jedna z tych liczb jest liczbą 
parzystą. Zatem cały iloczyn jest również parzysty. 


Ćwiczenie 4 

A — zbiór liczb spełniających wa- 
runki zadania, których ostatnią 
cyfrą jest 0 


A= = EM = 120 

B — zbiór liczb spełniających wa- 
runki zadania, których ostatnią 
cyfrą jest 2 lub 4. 


B=5:5:4:2=20 
A+B=320 


Odpowiedzi do zadań 

1. Trzycyfrowe: 5-4-3 = 60, 
czterocyfrowe: 5-4-3-2 = 120 

2. a) 9! = 362880 b) V* = 840 

3. a) Vio = 5040 b) V = 840 


4.4-5.4.3.2 = 480 

5.a)5-4-3-2-1-3= 360 
b) A — ostatnią cyfrą jest 0. 
A= = 0 
B — ostatnią cyfrą jest 2. 
B=5.5-4-3-2-1= 600 
A+ B = 1320 

6. Liczby siedmiocyfrowe: 
Vý = 181440 
A — liczba zaczyna się od cyfry 
parzystej 
A=4.5.3.4-2.3-1 = 1440 
B — liczba zaczyna się od cyfry 
nieparzystej 
B=5-4-4.3.3.2-2 = 2880 
A + B = 4320 


8. a) zizi =5:6-7=210 


b) q-e = 7! = 5040 

e) zi = 7-8=56 

d) zła = 5:6: 7-8= 1680 
e) mop o 

f) ry 
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Uczeń: 

— oblicza liczbę wariacji 
z powtórzeniami, 

— wykorzystuje wariacje 
z powtórzeniami do rozwią- 
zywania zadań. 


Ćwiczenie 1 
a) 2.2.2.2= 16 
b)5-525-5-5.5=59=/15625 
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1.4. Wariacje z powtórzeniami 


Przykład 1 

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w których zapisie mogą występować 
tylko cyfry 1 i 2? 

Każdą z trzech cyfr możemy wybrać na dwa sposoby, zatem jest 2.2.2 = 8 
takich liczb. 


111 121 211 221 Jest 8 liczb trzycyfrowych, w których za- 
112 122 212 222 pisie mogą występować tylko cyfry 1 i 2. 
Przykład 2 


Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w których zapisie mogą występować 
tylko cyfry 1, 2, 3,415? 


Jest 5-5-5 = 125 takich liczb. 

Ćwiczenie 1 

a) Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w których zapisie mogą występo- 
wać tylko cyfry 1 i 2? 


b) Ile jest wszystkich liczb sześciocyfrowych, w których zapisie mogą wystę- 
pować tylko cyfry 1, 2, 3,415? 


Opisane wyżej ciągi cyfr tworzące liczby to przykłady wariacji z powtórze- 
niami. 
Definicja 
Każdy k-wyrazowy ciąg utworzony z elementów zbioru A nazywamy 
k-elementową wariacją z powtórzeniami zbioru A. 


Uwaga. W wariacji z powtórzeniami wyrazy mogą się powtarzać. 

Przykład 3 

Ile pięcioliterowych kodów można utworzyć z li- 

ter A, B, C, D, E, F, G, H, jeśli litery mogą się p|a|FfA|G 
powtarzać? 

Można utworzyć 85 = 32768 takich kodów. 

Ćwiczenie 2 


Ile pięcioliterowych kodów można utworzyć z 26 liter alfabetu, jeśli litery mogą 
się powtarzać? 


Ćwiczenie 2 
267 = 11881376 


Twierdzenie 


Wszystkich k-elementowych wariacji z powtórzeniami zbioru n-elemento- 
wego jest n*. 


Uwaga. Jeśli liczbę wszystkich k-elementowych wariacji z powtórzeniami zbioru 

n-elementowego oznaczymy przez W$Ę, to treść powyższego twierdzenia zapiszemy: 
WE = në 

Ćwiczenie 3 

a) Ile jest wszystkich dwuelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru dzie- 

sięcioelementowego? 

b) Ile jest wszystkich dziesięcioelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru 

dwuelementowego? 


Zadania 


1. Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w których zapisie nie ma: 
a) cyfry 0, b) cyfr 0 i 4, c) cyfr 0,415, d) cyfr 4i5? 


2. Ile jest wszystkich liczb pięciocyfrowych: 
a) zaczynających się od 12, b) których ostatnią cyfrą jest 7? 


3. Która z liczb jest większa: 
a) liczba dwuelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru trzyelemen- 
towego czy liczba trzyelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru dwu- 
elementowego, 
b) liczba trzyelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru czteroelemen- 
towego czy liczba czteroelementowych wariacji z powtórzeniami zbioru 
trzyelementowego? 


EJ 4. Z urny, w której znajdują się kule z numerami 4, 5, 6, 7, 8, 9, losujemy 
kolejno cztery kule. Numery kul zapisane w kolejności losowania tworzą 
liczbę czterocyfrową. Uzasadnij, że przy losowaniu ze zwracaniem możli- 
wych do otrzymania liczb jest ponad trzykrotnie więcej niż przy losowaniu 
bez zwracania. 

Uwaga. Losowanie polega na wyciąganiu przedmiotów (np. losów, kul, żetonów) 
w sposób, który wyklucza wpływ osoby losującej na otrzymany wynik. 


5. a) Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul (kule i szuflady rozróżniamy). Na ile 
sposobów możemy rozmieścić te kule? 


b) Do 9 szuflad wrzucamy 3 kule (kule i szuflady rozróżniamy). Na ile 
sposobów możemy rozmieścić te kule? 


Ćwiczenie 3 
a) Wñ = 10? = 100 
b) WZ =29= 1024 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) W) =9* = 729 
b) W = 8° = 512 
o) W 1027348 
d) 7-8-8 = 448 
2. a) W = 10° = 1000 
b) 9-10-10-10-1 = 9000 
3. a) W; = 9, W? = 8, 
czyli W2 > W3 
b) W = 64, W3 = 81, 
czyli WZ < W3 


4. Losowanie ze zwracaniem: 
W = 6f, 
losowanie bez zwracania: 


O ak 
Vi = piy =3-4-5-6 
Wé 64 36 

= rame m = 405 28 


6 
co należało wykazać. 


5. a) 3° = 19683 
b) 9? = 729 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


a) 10% = 1000000 
b) 69 = 60466176 


. m = 4 = 1024 


m=o = 625 

m — n = 1024 — 625 = 
= 399 < 400, 

co należało wykazać. 


-3.3.3.3=2.3* = 162 
-31° = 118098 
c) 2 3315 sji 


a) 3-10* + 8 - 10° = 38000 
b) 4-10% 41-3- 10*+ 
io 1g W lR 
c) 5 = 3125 

d) 9-10* — 3125 = 86875 
Pięciocyfrowe: 
9-10-10-1-1 = 900 
Sześciocyfrowe: 
9-10-10-1-1-1= 900 
Jest ich tyle samo. 


n szuflad: n? sposobów 

n +1 szuflad: (n + 1)? 
sposobów 

(n +1)? — n? = 331,n E€ N 

n = 10 

a) 4-:4-4=64 

b) 810000 = 2*.3*.5*, liczba 
naturalnych dzielników: 
5-5-5= 125 

Każdy z sędziów może nadia 
wić jeden z 41 wyników: 0, Ł % 
1 15,2,25, +, 19,197, 20, 
czyli 5 sędziów może przyznać 
notę: na 41” = 115856201 
sposobów. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


10. 
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a) Na ile sposobów 6 osób może wysiąść z windy, która zatrzymuje się na 
dziesięciu piętrach? 
b) Na ile sposobów 10 osób może wysiąść z windy, która zatrzymuje się 
na sześciu piętrach? 


Niech m będzie liczbą sposobów, na które 5 pasażerów może wysiąść z po- 
ciągu na czterech stacjach, a n — liczbą sposobów, na które 4 pasażerów 
może wysiąść z pociągu na pięciu stacjach. Uzasadnij, że m — n < 400. 


Ile jest wszystkich liczb, w których zapisie występują tylko cyfry 0 i 1 


i które mają co najwyżej: a) 5 cyfr, b) 11 cyfr, c) n cyfr? 


Ile jest wszystkich liczb, które są zapisane tylko za pomocą cyfr 0, 1, 2 


oraz mają: a) 5 cyfr, b) 11 cyfr, c) n cyfr? 


Rzucamy czterokrotnie kostką. Wyrzucone liczby oczek są kolejnymi cy- 
frami liczby czterocyfrowej. Ile spośród otrzymanych w ten sposób liczb 
jest: 

a) większych od 6000, 
b) większych od 3500, 


c) podzielnych przez 25, 
d) podzielnych przez 4? 


Oblicz, ile jest liczb pięciocyfrowych: 
a) mniejszych od 48000, 
b) większych od 56700, 


c) o nieparzystym iloczynie cyfr, 


d) o parzystym iloczynie cyfr. 


Liczby palindromiczne to liczby, które czytane od lewej do prawej i od 
prawej do lewej są takie same, np. 12321, 44444 lub 345543. 


Czy liczb palindromicznych sześciocyfrowych jest więcej niż pięciocyfro- 
wych? Odpowiedź uzasadnij. 


Liczba sposobów rozmieszczenia 3 kul, każdej w innym kolorze, w n ponu- 
merowanych szufladach jest o 331 mniejsza od liczby sposobów rozmiesz- 
czenia tych kul w n + 1 ponumerowanych szufladach. Oblicz n. 


Ile dzielników naturalnych ma liczba z? 
a) 1 = 23.33.53 b) z =810000 


Nota za styl skoku narciarskiego wynosi od 0 do 20 punktów i może być 
przyznawana co pół punktu. Na ile sposobów pięciu sędziów może przyznać 
notę za styl? 


a) Na pierwszym miejscu musi być szóstka, pozostałe cyfry są dowolne. 
1+6-6-6=6 = 216 

b) Mamy dwie możliwości: 

1) w pierwszym rzucie wypadnie 3, w drugim 5 lub 6, pozostałe cyfry są dowolne; 
2) w pierwszym rzucie wypadnie 4, 5 lub 6, pozostałe cyfry są dowolne. 
1-2-6-6+3-6-6-6= 720 

c) Pierwsze dwie cyfry są dowolne, ostatnie dwie muszą tworzyć liczbę 25. 
6-6-1-1=36 

d) Pierwsze dwie cyfry są dowolne, ostatnie dwie tworzą jedną z liczb: 12, 16, 24, 
32, 36, 44, 52, 56, 64. 

6- 6- 9 = 324 


*1.5. Kombinacje 


Przykład 1 

W turnieju szachowym brało udział 
pięcioro zawodników. Ile partii roze- 
grano, jeśli każdy uczestnik rozegrał 
jedną partię z każdym z pozostałych? 


Oznaczmy uczestników numerami: 
1,2,3,4i5 

Rozegranych partii jest tyle samo co dwuelementowych podzbiorów zbioru 

£1,2,3,4,5). Jest dziesięć takich podzbiorów, zatem rozegrano dziesięć partii: 


ib 2), 11, 3}, {1,4}, {1, 5), {2, 3}, {2, 4}, {2, 5), {3, 4}, {3, 5}, {4, 5} 
Każdy taki podzbiór nazywamy dwuelementową kombinacją zbioru pięcioele- 
mentowego. Zwróć uwagę, że przy podawaniu elementów kombinacji nie jest 
ważna kolejność, w jakiej są one wymieniane. 

Definicja 
Każdy k-elementowy podzbiór zbioru n-elementowego 4, gdzie 0 < k < n, 
nazywamy k-elementową kombinacją zbioru A. 


Przykład 2 
W tabeli podano 1-, 2-, 3- i 4-elementowe kombinacje zbioru 1, 2,3,4). 
Zauważmy, że kombinacją 0-elementową jest zbiór pusty. 


{1}, 2), 13), {14} 

2, (1,37, (1,4), 12,3), (2.4), (3,4) 
{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4} 
{1,2,3,4} 


Kombinacje jednoelementowe 
Kombinacje dwuelementowe 
Kombinacje trzyelementowe 


Kombinacja czteroelementowa 


Ćwiczenie 1 
Dany jest zbiór {x,y,z}. Podaj wszystkie jego k-elementowe kombinacje dla 
k=1,2,3. 


Ćwiczenie 2 
Podaj wszystkie 2- i 5-elementowe kombinacje zbioru (1, 2,3, 4,5,6). 


Ćwiczenie 2 

2-elementowe: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,3} {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, 
13,5), {4,5}, {4, 6}, {5,6} 

5-elementawe: [2.3.4.6.6), (13456, 112456) (1.2366) (123,46), 

41, 2,3,4,5) 


Uczeń: 

— oblicza wartość symbolu 
Newtona (7), gdzie n > k, 

— oblicza liczbę kombinacji, 

— wypisuje wszystkie k-elemen- 
towe kombinacje danego 
zbioru n-elementowego, np. 
dla k=4,n=5, 

— wykorzystuje kombinacje do 
rozwiązywania zadań, 

— stosuje własności trójkąta 
Pascala, 

— wykorzystuje wzór 
dwumianowy Newtona do 
rozwinięcia wyrażeń postaci 
(a + b)” i wyznaczenia współ- 
czynników wielomianów, 

— uzasadnia zależności, 

w których występuje symbol 
Newtona, w tym twierdzenie: 
jeśli 0 < k < n, to: 

D= Cr 
oraz wzory skróconego mno- 
żenia na a” + b” i wniosek: 
a— b|a” — b” dla a,b E Z. 


Ćwiczenie 1 
k=1: {x}, {y}, 42) 


ŻE: (UJ (6,2, ty, z} 
R=G {e yz} 
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Ćwiczenie 3 

a) (5) = Gia! =. 
O. 
To 

O= omni 
(Oal 

b) (6) = amr = 1 

(3) = ra =5 

(2) = zi = 10 

(3) = sir = 10 
klszm=* 

(5) = sta = 1 
Ćwiczenie 6 

Delegacja trzyosobowa: 
OS asa 


Delegacja czteroosobowa: 


Gi = (4) = za = 35 


Jeżeli k < n, to wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen- 
towego jest: ml 
ki(n=k)! 


Uwaga. Jeśli liczbę wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego 
(k < n) oznaczymy przez OŁ, to treść powyższego twierdzenia zapiszemy: 


k_ n! 
Cr = k!(n=k)! 


Dowód. Każde k wybranych elementów można ustawić w ciąg na k! sposobów. Każdy 
taki ciąg jest k-elementową wariacją bez powtórzeń zbioru n-elementowego. Zatem: 


CH .kl=VF 
czyli CĘ -.kl= 7 T skąd otrzymujemy: 
n— U 
Ri. n! 
Cr = k!(n=k)! 
Uwaga. Liczbę wszystkich k-elementowych kombinacji zbio- ny n! 
ru n-elementowego oznacza się też symbolem (7) [czytaj: — kl(n=k)! 


n nad k], zwanym symbolem Newtona. 


Ćwiczenie 3 
Oblicz. 


2 (o): G (2): (3): Li) 


[D] Ćwiczenie 4 


Uzasadnij, że: 


TE 


[D] Ćwiczenie 5 


35 
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Wykaż, że k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen- n n 
towego jest tyle samo co (n — k)-elementowych kombi- ( ) F ( ) 
nacji tego zbioru. 


Przykład 3 
Na ile sposobów można wybrać spośród 8 osób trzyosobową delegację? 


Delegację składającą się z trzech osób można wybrać na: 


c3 8 8! 51-6-7.8 6:7:8 em bó 
s 3 31-51 31.51 7 84 TERRA 


Ćwiczenie 6 
Na ile sposobów można wybrać spośród 7 osób delegację trzyosobową, a na 
ile — delegację czteroosobową? 


Ćwiczenie 4 

n n! T: BOZE 
a) (6) = Wedi aa 0 

ni) — n! CZNIE PE 
b) (3) me- im E 


— (n-1)!:n 


c) („4) = E =" 


(n-1)!-1 
d) () = z e = w = =1 
Ćwiczenie 5 
n E n! ae, n! =" n! " (m 
(5) (n-k)!(n-(n=k))! (n-k)!k! k!(n-k)! (a 


E Wzór dwumianowy Newtona 


Wyrażenie przedstawiające rozwinięcie (a + b)”, dla n = 1,2,.. 


? 


znaleźć, korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona: 
Twierdzenie 


GDG NOTE NW (EZIO 


Na przykład: 
(a+b)? = (e + (Jab + (jet + (aż + C)abt + (JF = 
= a” + 5afb + 10a*b* + 10a°b? + 5ab* + b’ 
Jeśli do powyższego wzoru zamiast b podstawimy —b, to otrzymamy: 
(a —b) =a — 5a*b+ 10ab? — 10a?b* + 5ab* — b» 


[p] Ćwiczenie 7 
Uzasadnij, że dla n: 
(a— b)” = (5)a” — (7)a”*b+... — („)ab"" + (5)b”, 


b) nieparzystego: (a — b)” = (7)a” — (7)a”"'b+ ... + („*,)ab""" — (7)b”. 


a) parzystego: 


Współczynniki liczbowe występujące 


SE i à i m= 0 1 
w rozwinięciu wyrażenia (a + b)” mo- 1 1 1 
żemy znaleźć w kolejnych wierszach n=2 1 2 1 
trójkąta Pascala. Liczba znajdująca n=3 1 3 3 1 
się w n-tym wierszu na k-tej pozycji a SL 
ń=3 15 10 105 1 


(gdzie k = 0,1,...,n) jest równa jj: P 1 6 15 20 15 6 1 


Na przykład wiersz siódmy to kolejno: aer i ogi21 89 35 21 T1 


(0-1 Q =7 ()=21 (6) =35, ()=3, (6) =21, ()=7 ()=1 


Każda liczba w trójkącie Pascala (z wyjątkiem skrajnych, które są jedynkami) 
jest sumą dwóch liczb znajdujących się nad nią (np. dla n = 7 mamy: 7 = 1+6, 
21 = 6 + 15, 35 = 15 + 20). 


[D] Ćwiczenie 8 


im n — (n+l 
Udowodnij wzór podany obok. R ZR (A) Ę ( ) 7 ( L 


k+l k+1 


Ćwiczenie 9 
Korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona, wyznacz rozwinięcie: 


., możemy 


Ćwiczenie 9 
a) af + 6a7b + 15a*b? + 20a*b*+ 
+15a?b* + 6ab> + b? 

b) a* — 6a*b + 15a*b* — 20a*b*+ 
+15a*b* — 6ab* + b? 

c) a? + 8a'b + 28a*b? + 56a7b*+ 
+170a*b* + 56a*b* + 28a?b*+ 
+8ab" + b? 
d) a? — 8a'b + 28a*b* — 56a7b3%+ 
+170a*b* ooa b + 28a?b*+ 


a) (a + b)$, b) (a — b)Ś, c) (a+ b)’, d) (a — b)’. —8ab” +b’ 
Ćwiczenie 7 
(a — b)” = (a + (—b))” = (2)a” + (Ja (—b) + (3)a"7(-5)? +... + („*,)a(-b)""" )(=b)” 


z f że (—b)” b” dla parzystego n 
auważmy, że (—b)” = s | 
X —b" dla nieparzystego n 


a) Dla n parzystego: 


Aaa — (3)a77%6+ (ja +... — („t)abr=* + (jb 

b) Dla n nieparzystego: 

(a =)" = (a + (D) = (pja" — (7a 6 + (zje ZB +...+ (a0 — (br 

Ćwiczenie 8 

(4) 1 = m H mro z my | = = 

zk n!(k+1 L n!(n=k) — ni(k+l+n=k) _ n!(n+1) E (n+1)! — (n+1 
(k+L)[(n=k)! " (k+L)I(n=k)! (k+L)I(n=k)! (kFL)I(n=k)!  (k+D)!(n+l=k-D! GC 
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Odpowiedzi do zadań 


1 
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.a) 56 b) 28 c) 45 d) 120 


e) 165 f) 165 g) 12 h) 220 
i) 1 j) 1 k) 5050 I) 5151 


. a) 2-elementowe: fa, by, {a, c}, 


ta, d}, {b,c}, £b, dy, {c, d} 
3-elementowe: {a,b,c}, 
{a,b, d}, {a, c,d}, {b, c, d} 
b) (1, 2,3, 4), HL, 2, 8, 5 
4 24A 5), („eh 4, 5), 

12 24,5] 


aACz=|)=06 


b) Cie ~ (7) 4% 


. a) Cs: Cio = (3) < (2) = 


= 28. 45 = 1260 
b) Cs Chs O G) = 
= 8-120 = 960 


E 1) = 6 


b) C$Ch = (5): (4) = 280 


a) Gw =l | e 


b) n — liczba uczestników, 
gdzie n € N oraz n > 2 


(3) = 55 
n! 
2I(n=2)1 — 55 
(n — 1)n = 110 
m= 
. (3) = 66, gdzie n € N 
oraz n > 2 
n=l)n 
( D = 66 
(n— 1)n= 11-12 
m 12 


miara kąta wewnętrznego 
12-kąta foremnego: 
(12—2)-180% _ o 
ID o 


Zadania 


Oblicz. 
8 10 11 12 k 100 101 
a) (5) o (>) o (5) s (1) D (o) 1) (9) 
8 10 11 12 A 100 102 
»(G) »() D D) DC) DC) 
a) Wypisz wszystkie 2- i 3-elementowe kombinacje zbioru {a, b, c,d}. 
b) Wypisz wszystkie 4-elementowe kombinacje zbioru {1, 2,3,4,5}. 
W szufladzie znajduje się 12 krawatów. Na ile sposobów możemy wycią- 


gnąć spośród nich: 


a) dwa krawaty, b) cztery krawaty? 


Klasa liczy 18 osób, w tym 10 dziewcząt. Na ile sposobów można wybrać 
czteroosobową delegację, w której skład wejdą: 


a) dwaj chłopcy i dwoje dziewcząt, b) jeden chłopiec i troje dziewcząt? 


a) Podczas egzaminu student losuje 4 pytania spośród 6. Na ile sposobów 
może to zrobić? 

b) Część A egzaminu zawiera 8 pytań, część B — 10 pytań. Student losuje 
6 pytań z części A i 9 z części B. Na ile sposobów może to zrobić? 


a) Spotkało się dziesięcioro znajomych i każdy z każdym przywitał się 
uściskiem dłoni. Ile było powitań? 

b) W turnieju szachowym rozegrano 55 partii. Ilu było uczestników, jeśli 
każdy uczestnik rozegrał jedną partię z każdym z pozostałych? 


Jeśli przez każde dwa wierzchołki n-kąta foremnego poprowadzimy prostą, 
to otrzymamy 66 różnych prostych. Wyznacz miarę kąta wewnętrznego 
tego n-kąta. 


a) Ile trójkątów można utworzyć, łącząc trzy punkty P i, P 
wybrane spośród rozmieszczonych na okręgu punk- 5 > 
tów P, Pą,... , Pio (rysunek obok)? P, P, 
b) Na okręgu zaznaczono n punktów. Liczba trójką- 

tów, które można utworzyć, łącząc dowolne trzy spo- P; Pio 
śród tych punktów, jest równa 84. Oblicz n. P h 


Na okręgu zaznaczono 6 punktów. Ile jest czworokątów, a ile wszystkich 
wielokątów, których wierzchołki leżą w tych punktach? 


e) C= a) = a 


b) (3) = 84, gdzie n € N oraz n > 3 
n! 

3I(n=3)1 — 84 

-Aee _ 

R WA 0 ROA 

(n — 2)(n = 1)n="r-8-9 


n=9 


. Czworokąty: Cg = (4) = 15 


Wszystkie wielokąty: C$ + C6 + Ce + C$ = ($) + (3) + ($) + (6) = 42 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


D]16. 
o]17. 


18. 


17. 


18. 


Na jednej prostej zaznaczono 4 punkty, a na 
drugiej prostej, równoległej do pierwszej, za- 
znaczono 5 punktów (rysunek obok). Ile jest 
trójkątów, a ile czworokątów, których wierz- 
chołki leżą w tych punktach? 


Wyznacz rozwinięcie podanego wzoru. 


a) (a+b)* b) (a—b)* c) (a+b) d) (a—b)” 


Wyznacz wiersze trójkąta Pascala dla n = 9 i n = 10 oraz podaj rozwi- 


nięcia wzorów (a + b)” i (a +b)". 


Korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona, oblicz: 
a) (V3+1), b)(2-v2), e) (2+v2), 
Wyznacz rozwinięcie podanego wyrażenia. 

a) (z +1)? c) (22 +1)? e) (z + 2)? 

b) (z — 2)4 d) (2x — 1) f) (2z— 1)5 h) (z 


d) (V3-1). 


Wyznacz współczynnik podanego wielomianu przy z”. 

a) (v2x + i) c) (2x + v2) e) (4a? + +f 

b) (VZz-1) dæ- Ð -3 

Korzystając ze wzoru dwumianowego Newtona, uzasadnij, że: 
FO el oaa a 


Uzasadnij, że podana równość zachodzi dla wszystkich liczb nieparzy- 


stych n. 
SE 0+()+..4(7)= 


Rozpatrujemy wszystkie łamane składające się Y+ 
z odcinków równoległych do osi układu współ- T 
rzędnych, których końcami są punkty o obu 
współrzędnych całkowitych (przykładowa łama- 
na na rysunku obok). Ile jest takich łamanych 1 
długości 9 o początku w punkcie O(0, 0) i końcu 


w punkcie A(5, 4)? 


Korzystamy z własności (a = ea) i mamy: 


AJ F „3 AP ooe ap = TF (5 = © 


| 
Podejmujemy 9 decyzji, 5 razy idziemy w prawo (P 


(aza) +-+ t (3) + (0) 


PAY 


) 14 w górę (G). Zatem każdą 


łamaną możemy przedstawić w postaci ciągu 9 liter. Łamana na rysunku ma postać: 


PGGPPGPGP. 


Każdy taki ciąg jest wyznaczony jednoznacznie po wskazaniu, na których miejscach 


jest litera P. 
Mamy zatem C$ = (2) = 126 takich ciągów liter. 


Uwaga do rozwiązania. 


Wyznaczając liczbę ciągów, zamiast wskazywania położenia liter P, możemy rozwa- 


żyć położenie liter G, wówczas C = (3) = 126. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Tolen O- C; C RÓ, = 
=Q 0r O Q= 
Czworokąty: 

Ci + C5 = (3) : (z) = 60 

a) at +Aa*b+6a?b? +4ab* +b* 
b) at —4a*b+6a*b? —4ab* +b* 


c) a” + Tab + 2la*b*+ 
35a*b* + 35a7b* + 21a?b4 
+7ab* + b” 


d) a” — Tab + 21a*b*+ 

=35010 035005 Do 

70000 
(a+b)? = a? +9a*b+36a'b*+ 

+84a$b* +126a*b* +126a*b7+ 

+84a"b* + 36a7b" + 9ab* +b”, 
(a +b)? = at + 10a*b+ 

+45a8b?”+120a" b” +210afb*+ 

+252a7b5 + 210a b*+- 

+ 120a'b' + 45a70* + 10ab'4 

+010 

a) 28 + 16/3 b) 68 — 482 

c) 232+164V2 d) 44/3 — 76 

) s + 4r’ +6x? +4xe +1 
Je eri 52400320 F 6 

c) 16x* +322? + 24a? +80 +1 

d) 16x* — 162? + 62” — © + 7 

e) z” + 10x* + 40x? + 80x7+ 

+80x + 32 

f) 3217 —80x*+80a* 

FI0s=1 

g) z ror + 15x* + 20a0*+ 

+15a7 + 60 + 1 

h) zê — 12a” + 60x* — 160x*+ 
+240x? — 192x + 64 

a) 8 b) —56 c) 3584 d) -2% 

e) 128 f) —160 g) 160 

h) —28 

2 —(ERB 

- (o +( aa 

(MZK SET > 

(za 


+C, 


a 


e 


or 


o. 
0) +6) 
AŻ 
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Uczeń: 

— wykorzystuje podstawowe 
pojęcia kombinatoryki do 
rozwiązywania zadań. 


Ćwiczenie 1 

a) 114, 141, 411 

123, 132, 213, 231, 312, 321 
222 

3+6+1= 10 

b) 116, 161, 611 

123, 132, 213, 231, 312, 321 
3+6=9 
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1.6. Kombinatoryka — zadania 


Aby ustalić, ile obiektów spełnia warunki zadania, czasami warto wypisać 
wszystkie takie obiekty i je policzyć. 


Przykład 1 

Rzucamy cztery razy kostką i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne 
cyfry liczby czterocyfrowej. Ile można w ten sposób otrzymać liczb, których 
suma cyfr jest równa 6? 


Suma cyfr może być równa 6 w dwóch przypadkach: 

e w zapisie liczby występują raz cyfra 3 i trzy razy cyfra 1; są cztery takie 
liczby: 1113, 1131, 1311, 3111; 

» w zapisie liczby występują dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 1; jest sześć 
takich liczb: 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211. 

Wszystkich takich liczb jest 4 + 6 = 10 (korzystamy z reguły dodawania). 


Ćwiczenie 1 
Rzucamy trzy razy kostką i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne 
cyfry liczby trzycyfrowej. Ile można w ten sposób otrzymać liczb, których: 


a) suma cyfr jest równa 6, b) iloczyn cyfr jest równy 6? 


W poniższym przykładzie wypisanie wszystkich liczb spełniających warunki 
zadania nie byłoby praktyczne, dlatego wykorzystamy wzór na liczbę wariacji 
z powtórzeniami. 


Przykład 2 
Ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie mogą występować cyfry na- 
leżące do zbioru £1, 2,3,4,5,6) i co najmniej raz występuje cyfra 3? 


Niech X będzie zbiorem wszystkich liczb czterocyfrowych zapisanych za po- 
mocą cyfr 1, 2, 8, 4, 5, 6; A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w których 
zapisie co najmniej raz występuje cyfra 3; B — zbiorem tych liczb ze zbioru X, 
w których zapisie ani razu nie występuje cyfra 3. 


Wówczas X = 6t, B = 51. 2 
Zauważmy, że X = AU B oraz Ai B są rozłączne, stąd X = A+ B. 
Zatem A = X — B=6* —5* = 1296 — 625 = 671. 


Ćwiczenie 2 
Ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie nie występuje cyfra 0, a suma 
cyfr jest mniejsza od 35? 


Ćwiczenie 2 

Niech X będzie zbiorem liczb czterocyfrowych, w których zapisie nie występuje cyfra 0, 
A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w których suma cyfr jest mniejsza od 35, 

B — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w których suma cyfr jest większa lub równa 35. 
X=9* 

B = (9999, 9998, 9989, 9899, 8999), B = 5 


AX -B-b6ól=5 = 6556 


Podczas rozwiązywania zadań będziemy korzystać z poniższych wzorów. 


Wzór Opis 

P =n! liczba permutacji zbioru n-elementowego 

yk=_n! liczba k-elementowych wariacji bez powtórzeń zbioru 

” (n-k)! | n-elementowego 

Wt = nk liczba k-elementowych wariacji z powtórzeniami zbioru 
<A n-elementowego 

c = 0) liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego 

Przykład 3 


Ile jest liczb ośmiocyfrowych, których suma cyfr jest równa 3? 


Warunki zadania spełniają liczby należące do zbiorów: 
A — w zapisie liczby występują jedna cyfra 3 i siedem cyfr 0. 
Jedynym elementem tego zbioru jest liczba 3000000, zatem A = 1. 
B — w zapisie liczby występują jedna cyfra 2, jedna cyfra 1 i sześć cyfr 0. 
Jeśli pierwszą cyfrą tej liczby jest 2, to cyfra 1 znajduje się na jednej z po- 
zostałych siedmiu pozycji, analogicznie jeśli pierwszą cyfrą jest 1, to cyfra 2 
znajduje się na jednej z pozostałych siedmiu pozycji, zatem: 

=> z 7 z 
B=2. ji! = 14 
C — w zapisie liczby występują trzy cyfry 1 i pięć cyfr 0. 
Pierwszą cyfrą jest 1, pozostałe cyfry 1 znajdują się na dwóch spośród pozo- 
stałych siedmiu pozycji, zatem: 


aj 7! 


Zbiory A, B, C są parami rozłączne, zatem: 
AUBUC=A+B+C=1+14+21=36 


Ćwiczenie 3 

Ile jest liczb sześciocyfrowych o iloczynie cyfr równym: a)6, b)8? 
Ćwiczenie 4 

Ile jest liczb dziesięciocyfrowych o sumie cyfr równej: 

a) 2, b) 4, c) 87, d) 88? 
Ćwiczenie 4 


a) A — jedna cyfra 2 i dziewięć cyfr 0, A=1 
B — dwie cyfry 1 i osiem cyfr 0, przy czym na pierwszym miejscu musi być jedna z 1 


B=()=9A4+B=10 


b) A — jedna cyfra 4 i dziewięć cyfr 0, A= 1 

B — jedna cyfra 3, jedna cyfra 1 i osiem cyfr 0, EG (3) = 18 

C — dwie cyfry 2 i osiem cyfr 0, C = P = 

D — jedna cyfra 2, dwie cyfry 1 i siedem cyfr 0, D= (2) =F () (a = 108 
E — cztery cyfry 1 i sześć cyfr 0, E= (3) = 84 

A -p 18 + © H ID) <e I) = 220) 

c) 220 d) 55 


Ćwiczenie 3 

a) A — jedna cyfra 6 i pięć cyfr 1 
A=6 

B — jedna cyfra 2, jedna cyfra 3 
i cztery cyfry 1 


B=) (1) = 3 

A+B=36 

b) A- jedna cyfra 8 i pięć cyfr 1 
A=6 


B — jedna cyfra 2, jedna cyfra 4 
i cztery cyfry 1 


g= Q=% 
C — trzy cyfry 2 i trzy cyfry 1 
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Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


Podczas sprawdzianu należało obliczyć, ile jest liczb czterocyfrowych o róż- 
nych cyfrach należących do zbioru 40, 1, 2,3,4,5). Poniżej przedstawiono 


1. Uczeń I: cyfrę tysięcy można 1. 
wybrać na 5 sposobów 


(bez 0), cyfrę setek — na 

5 sposobów (z uwzględnie- 
niem 0), cyfrę dziesiątek — na 
4 sposoby, a cyfrę jedności — 
na 3 sposoby. 


mmm 32 1. Rachunek prawdopodobieństwa 


rozwiązania podane przez dwóch uczniów. 
uczeń I: 5-5-4-3 = 300 uczeń II: 6-5-4-3—1-5-4:3=300 


Uzasadnij podane rozwiązania. 


Uczeń II od liczby wszyst- 2. Ile jest pięciocyfrowych liczb parzystych o różnych cyfrach, jeśli wiadomo, 
kich ciągów czterocyfrowych że w zapisie tych liczb nie występuje cyfra 7? Ile jest takich liczb sześcio- 
odjął liczbę ciągów, które cyfrowych? 
zaczynały się od cyfry 0. 
3. Ile jest liczb czterocyfrowych, których cyfry należą do zbioru £0, 2,4,6,8} 
i nie mogą się powtarzać, a ich suma jest większa od 12? 
4. Ile jest wszystkich liczb, w których zapisie występują tylko cyfry 0, 1 i 2 
. a) 3f =81 i które mają co najwyżej: a) 4 cyfry, b) 6 cyfr? 
b) 35 = 729 .. PONP ; 
5. W partii 40 monitorów komputerowych 4 są uszkodzone. Wybieramy 3 mo- 
. a) C$5=(3)= a = nitory. Na ile sposobów można dokonać takiego wyboru, aby: 
nóż a) żaden z wybranych monitorów nie był uszkodzony, 
osa OZ b) co najwyżej jeden z wybranych monitorów był uszkodzony? 

1 2 35-36 _ è 2 . A à 
C1: C36 = 4: 537 = 2520, 6. Na parkingu salonu samochodowego stoi 10 samochodów tej samej marki. 
co najwyżej jeden uszkodzo- 

o Cztery samochody są czarne, trzy — srebrne, a pozostałe — granatowe. 
CH +01. Ch = Wybieramy trzy samochody. Na ile sposobów można dokonać wyboru tak, 
= 7140 + 2520 = 9660 aby wszystkie wybrane samochody były: 
"ERCRC=A = a) w różnych kolorach, b) w tym samym kolorze? 
b) C2 + C3 + C3 = 7. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Liczbę 11 21 31 41 51 61 
= umo =0 oczek na pierwszej z nich oznaczam. 
SP BA 12 22 32 42 52 62 
.a) 15+6=21 przez x, a na drugiej — przez y. Ile jest 
b) 6+4+6= 16 możliwych wyników spełniających podany 13 23 33 43 53 63 


a) x < y lub z > y +2 (diagram obok) 
b) x=ylubz>y+2 
c) x+y < 5lubz+y= 10 


15 25 35 45 55 65 
16 26 36 46 56 66 


Termin kombinatoryka pochodzi z wydanej w 1666 r. rozprawy Gottfrieda 
Wilhelma Leibniza Dissertatio de arte combinatoria. 


2. Pięciocyfrowe: 2 
A — cyfrą jedności jest 0, A= 8-7: 6-5-1= 1680 
B — cyfrą jedności jest 2, 4, 6 lub 8, A=7-7-6-5-4 = 5880 
A+ B = 7560 
Sześciocyfrowe: z 
A — cyfrą jedności jest 0, A=8-7- 6-5-4- 1= 6720 
B — cyfrą jedności jest 2, 4, 6 lub 8, A=7-7-6-5-4-4 = 23520 
A + B = 30240 
3. Liczby czterocyfrowe, w których cyfry nie mogą się powtarzać: 4- 4-3-2 = 96 


Liczby o sumie cyfr nie większej niż 12 (nie występuje w nich cyfra 8): 3-3-2-1 = 18 
Ostatecznie 96 — 18 = 78 


10. 


11. 


12. 


14. 


13. 


14. 


a) Pięciu posłów — trzech z partii X i dwóch z partii Y — zajmuje wspólną 
pięcioosobową ławę na sali sejmowej. Posłowie jednej partii siedzą obok 
siebie. Uzasadnij, że są 24 możliwe sposoby zajęcia miejsc przez posłów. 
b) Siedmiu posłów — trzech z partii X i czterech z partii Y — zajmuje 
wspólną siedmioosobową ławę na sali sejmowej. Postanowili oni zająć miej- 
sca w ten sposób, że żaden nie ma za sąsiada posła ze swojej partii. Na ile 
sposobów posłowie mogą zasiąść w ławie? 


Grupa uczniów — czworo dziewcząt i ośmiu chłopców — zajmuje wspólny 
dwunastomiejscowy rząd w kinie. Na ile sposobów uczniowie mogą zająć 
miejsca tak, aby: 


a) dziewczęta siedziały razem, b) chłopcy siedzieli razem. 


W skład rady uczniów wchodzi po dwoje przedstawicieli klas IIa, IIIb, 
IIIc, IVa i IVb. Na ile sposobów można wybrać: 

a) pięcioosobową delegację tej rady, 

b) pięcioosobową delegację tej rady tak, aby był w niej przedstawiciel 
każdej klasy, 

c) pięcioosobową delegację tej rady tak, aby przynajmniej jedna klasa była 
reprezentowana przez dwoje uczniów? 


Do klubu golfowego należy 20 mężczyzn i 10 kobiet. Członkowie klubu 
wybierają przewodniczącego, wiceprzewodniczącego i sekretarza. Na ile 
sposobów mogą dokonać wyboru tak, aby została wybrana przynajmniej 
jedna kobieta? 


W szufladzie znajduje się 10 par rękawiczek, każda para jest innego koloru. 
Na ile sposobów można wyciągnąć z szuflady 4 rękawiczki, aby wśród nich 
nie było ani jednej pary? 


W konkursie kulinarnym wzięło udział 12 par małżeńskich. Do drugiego — 
indywidualnego — etapu konkursu jury wybrało 8 osób. Uzasadnij, że jeśli 
wśród wybranych osób: 

a) jest tylko jedna para małżeńska, to takiego wyboru można dokonać na 
ponad 350000 sposobów, 


b) są dwie pary małżeńskie, to takiego wyboru można dokonać na ponad 
220000 sposobów. 


W hostelu jest pięć pokojów o numerach od 1 do 5, które informują o liczbie 
miejsc noclegowych w danym pokoju. Na ile sposobów można rozlokować 
w tych pokojach 15 osób? 


a) Wybieramy jedną parę, czyli mamy już wybrane dwie osoby. Pozostałe sześć 
osób wybieramy spośród jedenastu par, przy czym z każdej z wybranych sześciu 
par możemy wybrać jedną osobę. 

Ch - C$, - (C34)? = 12. (1) - 26 = 354816 > 350000 

b) Wybieramy dwie pary, czyli mamy już wybrane cztery osoby. Pozostałe cztery 
osoby wybieramy spośród dziesięciu par, przy czym z każdej z wybranych czterech 
par możemy wybrać jedną osobę. 

C?a - Ch - (C3)* = 66 - (19) - 24 = 221760 > 220000 


C1; CY: Ch - Cg = 15-91 - 220 - 126 = 37837800 


8. 


10. 


11. 


12. 


a) Posłowie z partii X mogą 
siedzieć obok siebie na 3! = 6 
sposobów, a posłowie z par- 
tii Y — na 2 sposoby. Posło- 
wie z partii X mogą siedzieć 
po lewej lub po prawej stro- 
nie posłów z parti Y. Zatem 
są 6- 2: 2 = 24 sposoby zaję- 
cia miejsc przez posłów. 

b) Posłowie siadają na prze- 
mian, zaczynając od posła 
partii Y. Zatem mamy: 

4! . 3! = 144 możliwości. 


. a) 9- 4! - 8! = 8709120 


b) 5.4! - 8! = 4838400 

aj Gio = (7) = 232 
KICECECHCEGCE 
== 

c) Od liczby wszystkich kom- 
binacji odejmujemy te, w któ- 
rych są uczniowie z różnych 
klas, czyli 252 — 32 = 220. 
Wszystkie możliwe wariacje: 
VŠ = 24360, 

wariacje, w których nie ma 
żadnej kobiety: V% = 6840 
Wyboru można dokonać na 
24360 — 6840 = 17520 spo- 
sobów. 

Wybieramy cztery pary ręka- 
wiczek z dziesięciu par, a na- 
stępnie z każdej pary jedną rę- 
kawiczkę. 

(2):27= 2 . 16 = 3360 
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15. 


16. 


Liczba cyfr: 
1+2F0+-4<4-5+60=5 21 
C3, < Co : Cis < Cis Ch = 
= 21 - 190: 816 : 1365 : 462 = 
= 2053 230 379 200 


a) Wybór jednej karty z każ- 
dego koloru: 

Cis - Cis * Cis - Cis = 28561 
Wybrano dokładnie trzy asy: 
CÌ - Ch = 48 

Ostatecznie: 

28561 — 48 = 28513 

5) CZ sCasCasCh=1l= 

= 256 — 1 = 255 
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15. 


16 


17. 


18. 


17. 


18. 


19. 
20. 
21. 


W zapisie pewnej liczby występują cyfry od 1 do 6, przy czym cyfra n 
występuje dokładnie n razy, gdzie n € (1,2,...,6). Z ilu cyfr składa się 
ta liczba? Ile jest takich liczb? 


Talia 52 kart składa się z 13 pików (%), 13 kierów (9), 13 kar (*) i 13 tre- 
fli (%). Litery A, K, D, W oznaczają figury: odpowiednio asa, króla, damę 
i waleta. W skład talii wchodzą karty wymienione poniżej. 

A*% Ke De We 10% 9% 34% 7A 6% 5% 14 34% 
AV KW DO WE 100 90 SY 7V GW 50 40 3V 
A Kę D+ Wẹ 10% 9% 8 7¢ 6+ 5 1 3 


A Ke De Wæ 10% 9% 5% 7% 6% 5% 4% 3% 


2% 
20 
2* 
2% 


. a) Ztalii 52 kart wybrano jednego pika, jednego kiera, jedno karo oraz jed- 


nego trefla. Wiadomo, że wśród wybranych czterech kart nie ma dokładnie 
trzech asów. Na ile sposobów można dokonać takiego wyboru? 

b) Z talii 52 kart wybrano jednego asa, jednego króla, jedną damę oraz 
jednego waleta. Wiadomo, że nie wybrano czterech kierów. Na ile sposobów 
można dokonać takiego wyboru? 


Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Oblicz, na ile sposobów można dokonać 
wyboru tak, aby wśród wybranych kart było 5 kierów oraz: 


a) 8 trefli, b) 4 trefle, 3 kara i 1 pik. 


Z talii 52 kart wybieramy 5 kart. Oblicz, na ile sposobów można dokonać 
wyboru tak, aby wśród wybranych kart: 


a) były dokładnie 3 karty jednego koloru, b) była co najmniej 1 figura. 


Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Na ile sposobów można wybrać karty 
dokładnie dwóch kolorów? 


W jednej z gier liczbowych należy skreślić 1|2|3/4|5/6)|7 
6 spośród 49 liczb. Czy liczba możliwych Wy- 8 9 10 11 12 13 14 
borów jest większa od 10000000? 


. Na ile sposobów można skreślić 6 liczb na 22 23 24 25 26 27 28 


kuponie gry liczbowej takim jak przedsta- 
wiony obok, jeśli nie można skreślić 2 liczb 
w tym samym wierszu? 


a) Cs : CÌ, = 1287 - 1287 = 1656369 

b) Ch; Ce Ch Or = 1287 - 715 . 286 - 13 = 3412322190 
a) C4 -Co - Czy = 4. 286 - 741 = 847704 

b) Liczba kart, które nie są figurami: 52 — 4-4 = 36 

Ct — C$ę = 2598960 — 376992 = 2221 968 

C2. (Czę — 2- C13) = 6 - (10400600 — 2) = 62403588 


Ch = (9) = ai = eaa — 13983816 > 10000000 


Wybieramy sześć wierszy z siedmiu możliwych, a następnie w każdym wierszu jedną 
z liczb. 
C$ . (03)? = 7.76 = 823543 


Dwójkowy system liczbowy Odpowiedzi do zadań 


1. a) IŻ”: 1-9' 1.2” = 


Wszystkie operacje wykonywane przez komputery Zapis lezy w E e e ETE 
są realizowane w systemie dwójkowym (binarnym). — =: bd? 1 21027 = 
Do zapisywania liczb w systemie dwójkowym wy- OE dreon =16+8+2=26 
korzystuje się tylko cyfry 0 i 1. Kolejne pozycje 1 1 © PZN? a20 i? p 
odpowiadają kolejnym potęgom liczby 2. Na przy- 9 10 11520 = 108 + © £9 4041 
kład liczba zapisana w systemie dwójkowym jako +1=171 
10111 to: u = d)1.20+1-29 =1024+1= 
10111) =1-24+0-23+1-22+1-2+1.20= > M = 1025 
=16+4+2+1=23 5 101 .a)31=16+8+4+2+1= 
Uwaga. Indeks (2) bywa używany, aby zaznaczyć, że 6 110 5 a a +12 
liczba została zapisana w systemie dwójkowym. 7 111 +1-2 = 11111) 
b) 36 = 32 +4 = 
Jeśli chcemy liczbę podaną w systemie dziesiętnym 8 1000 =1-2%+1: 2? = 1001002 
zapisać w systemie dwójkowym, to zaczynamy od 9 1001 c) 78 = 64 +8 +4+2= 
przedstawienia jej jako sumy potęg liczby 2. Na =y i2 T2 
przykład dla liczby 113 mamy: w 1010 = 10011102) 
113=64+32+16+1=1-26+1-25+1-2*+1-20 WBO W 
; ; . ża =1-27+1-2*+1:2*+1-2' = 
zatem liczba 113 zapisana w systemie dwójkowym to 111000142). = 10010110) 
Działania w systemie dwójkowym wykonujemy analogicznie jak w systemie 3. a) 10002) 


101, = 2 4+2=5 
li, 2 F20-8 
1000) = 2° =8 

b) 100110(2) 


dziesiętnym. W wypadku dodawania należy pamiętać, że w systemie dwójko- 
wym 142) + 142) = 100). 


1. Zapisz w systemie dziesiętnym liczbę podaną w systemie dwójkowym. 110112) = 
a) 1011) b) 11010) c) 10101011, d) 100000000012) po o 
= |16-++8+2+1= 27 
2. Zapisz w systemie dwójkowym liczbę podaną w systemie dziesiętnym. 1011) = 2? +21 +2 = 
a) 31 b) 36 c) 78 d) 150 WAŻĄ l= N 
1001102) = 25 +2? + 2* = 
3. Wykonaj dodawanie liczb zapisanych w systemie dwójkowym. Sprawdź = 32+4+2=38 
otrzymany wynik, przeprowadzając obliczenia w systemie dziesiętnym. c) 1110112) 


111013 = 


a) 1012) + 11o) T 


b) 11011) + 1011, 


c) 11101) + 11110) 
d) 101010102) + 1111113 


= 1640444 = 29 
4. [le jest liczb, które w zapisie dwójkowym mają: 111102) = 
00070791 — 
a) 10 cyfr, 
= 16+8+4+2=30 


b) 10 cyfr, a wśród nich są tylko cztery jedynki? IM, = 


= 00 250 ALOB AL OJ LOW = 50 


3. d) 111010012) 
101010102) = 27 +2 +2 +2' = 128 + 32 + 8 + 2 = 170 
111111, =27+2*+2+2+2' +2 =324+164+8+4+2+1=63 
111010012 = 27 + 2° + 25 +2*+2 = 128 + 64 + 32 + 8 + 1 = 233 

4. a) Na pierwszym miejscu musi być 1, a na pozostałych dziewięciu 0 lub 1. 
Fo = Kie 
b) Na pierwszym miejscu musi być jedynka, a na pozostałych dziewięciu są trzy 
jedynki i sześć zer. 


IES | 
sre em 84 
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Uczeń: 

— określa przestrzeń zdarzeń 
elementarnych dla danego 
doświadczenia, 

— wypisuje wyniki sprzyjające 
danemu zdarzeniu losowemu, 

— określa zdarzenia: niemożliwe 
i pewne, 

— wyznacza sumę, iloczyn 
i różnicę zdarzeń losowych, 

— wypisuje pary zdarzeń prze- 
ciwnych i pary zdarzeń 
wykluczających się. 


Multiteka 


e Przestrzeń zdarzeń elemen- 
tarnych 

e Zdarzenie elementarne — rzut 
dwiema kostkami do gry 

e Prawdopodobieństwo — 
generator losowań 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.7 


G Generator 


testów i sprawdzianów 
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1.7. Zdarzenia losowe 


Rzut monetą czy rzut kostką to przykłady doświadczeń losowych, czyli takich 
doświadczeń, których wyniku nie możemy przewidzieć. W przypadku jedno- 
krotnego rzutu monetą możliwe wyniki to orzeł lub reszka. W przypadku 
jednokrotnego rzutu kostką mamy sześć możliwych wyników: 1, 2, 3, 4, 5 lub 
6 oczek. 

Poszczególne wyniki doświadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elemen- 
tarnymi, a ich zbiór — przestrzenią zdarzeń elementarnych lub krótko prze- 
strzenią. Zgodnie z tradycją przestrzeń zdarzeń elementarnych oznaczamy 
grecką wielką literą omega (Q), a pojedyncze zdarzenia elementarne — małą 
literą omega (w). 


Przykład 1 

a) Przestrzeń zdarzeń elementarnych rzutu monetą: Q = fo,r), gdzie o ozna- 
cza otrzymanie orła, a r — reszki. 

b) Przestrzeń zdarzeń elementarnych rzutu kostką: Q = {1, 2,3,4,5,6). 

c) Przestrzenią zdarzeń elementarnych w doświadczeniu polegającym na rzu- 
cie najpierw monetą, a następnie kostką jest zbiór: 


Q = £(o,1), (o, 2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,6), (r, 1), (r, 2), (r,3), (r,4), (1,5), (r,6)). 


Ćwiczenie 1 

Z urny zawierającej trzy kule ponumerowane 1, 2 i 3 losujemy jedną kulę, 
a następnie drugą. Numery kul zapisane w kolejności losowania tworzą liczbę 
dwucyfrową. Podaj przestrzeń zdarzeń elementarnych, jeśli: 

a) wylosowanej kuli nie zwracamy do urny (losowanie bez zwracania), 


b) wylosowaną kulę zwracamy do urny (losowanie ze zwracaniem). 
Definicja 


Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbiór przestrzeni zdarzeń ele- 
mentarnych Q. 


Zdarzenia losowe, zwane krótko zdarzeniami, będziemy oznaczać wielkimi li- 
terami: A, B, C itd. 


Zbiór Q nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbiór pusty nazywamy 
zdarzeniem niemożliwym. Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzy- 
jającymi zdarzeniu A. 


Ćwiczenie 1 
a) Q = {12, 13, 21, 23, 31,32) 
BCZTUFIENE 2122728-381082733) 


Przykład 2 

Rzucamy raz kostką. Rozpatrzmy zdarzenia: 
A — wypadła parzysta liczba oczek, 

B — wypadła liczba oczek większa od 8, 

C — wypadła liczba oczek mniejsza od 7. 


Przestrzenią zdarzeń elementarnych jest zbiór Q = £1,2,3,4,5,6). 
Zdarzeniu A sprzyjają wyniki 2, 4, 6, zatem A = {2,4,6}. 
Zdarzenie B jest zdarzeniem niemożliwym, a ČC — zdarzeniem pewnym. 


Ćwiczenie 2 

Rzucamy dwa razy kostką. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
A — suma otrzymanych oczek jest mniejsza od 4, 

B — iloczyn otrzymanych oczek jest podzielny przez 10. 


Ćwiczenie 3 

Rzucamy cztery razy monetą. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
A — wypadły co najwyżej dwie reszki, 

B — wypadły dokładnie dwie reszki. 


Zdarzenia losowe są zbiorami, zatem możemy na nich wykonywać takie same 
działania jak na zbiorach. 
Niech A,B CQ. 


Sumą zdarzeń A i B nazywamy zdarzenie AU B, 
któremu sprzyjają wszystkie zdarzenia elementarne 
sprzyjające zdarzeniu A lub zdarzeniu B i tylko one. 


Q 


Iloczynem zdarzeń A i B nazywamy zdarzenie 
AN B, któremu sprzyjają wszystkie zdarzenia 
elementarne sprzyjające jednocześnie zdarzeniu 
Q| Ai zdarzeniu B i tylko one. 


Różnicą zdarzeń A i B nazywamy zdarzenie A \ B, 
któremu sprzyjają wszystkie zdarzenia elementarne 
sprzyjające zdarzeniu A oraz niesprzyjające zdarze- 
niu B i tylko one. 


Q 


Mówimy, że zdarzenia A i B są rozłączne lub wykluczają się, jeśli część 
wspólna AN B tych zdarzeń jest zdarzeniem niemożliwym (AN B = 0). 


Zdarzenie A = Q \ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A. 
Zauważ, że AN ÆA = Ú oraz AUA =Q.. 


Ćwiczenie 2 

A = {(1, 1), (1, 2), (2,1)) 

B = 12 5), (4, 5), (5, 2): (5, 4), (5, 6), (6, 5), 

Ćwiczenie 3 

A = Mo T, O, 0), (r, O, T, o), (i O, O, 6); (o, T, T, o), (o, T, O, (7) (o, O, T, (7); 
(r, O, O, o), (o, T, O, o), (o, O, r, o), (o, O, O, r), (o, O, O, o)} 


B = t(r, T, O, 0), (r, O, T, 0), (r, O, O, r), (o, T, T, 0), (o, T, O, D (o, O, T, r)) 
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Ćwiczenie 4 


Ćwiczenie 4 
A= f(r,r,r),(o,r,r), (r,o,r), Rzucamy trzy razy monetą. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
(r,r,o)} A — orzeł wypadł co najwyżej raz, D — wypadły same orły, 


B = { T, T, 0: (o, T, Ti (r, O, r), 
(i T, o ? (r, O, o), (o, T, 0), (o, O, r)) 


( 
) 
C = {(0,r,r), (r,o,r), (r,r,o)) 
( 
( 


B — co najmniej raz wypadła reszka, E — wypadło więcej orłów niż reszek. 
C — reszka wypadła dokładnie dwa razy, 


D={ )} Wskaż pary zdarzeń wykluczających się oraz pary zdarzeń przeciwnych. 
= { (0,0,0 

E = { T, O, o), (o, T, 0), (o, O, r), 
(0,0,0)} 

Zdarzenia wykluczające się to: 
AiD, AiE, BID GAM, 


Uwaga. Jeśli wszystkie elementy zdarzenia A należą do zdarze- 
nia B, to mówimy, że zdarzenie A zawiera się w zdarzeniu B, 
co zapisujemy A C B. 


Zauważ, że jeśli AC B, to ANB=4A,AUB=BiA[B=Q. 


CiE. 

Zdarzenia przeciwne to: 

AiE, BiD. Zadania 

Odpowiedzi go zagan 1. Rzucamy trzy razy kostką. Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 


1. A=41(5,6, 6), (6,5, 6), A A 
u A ) A — suma wyrzuconych oczek jest równa 17, 


(6,6, 5)} 
B = {(1,1,1), (1,1,2) B — suma wyrzuconych oczek jest nie większa niż 6, 
i ii 4 Ki 2 i C — iloczyn wyrzuconych oczek jest równy 36. 
( i U 3), ( , , Jo ( , 3 ) 
(1,2, 2), (1,2,3), (1,3,1), poi ; ; 

(1,3, 2), (1,4, 1), (2,1,1), 2. Z urny, w której są trzy kule ponumerowane 12, 13 i 14, losujemy bez 
2 2 2 T3 (2,2 1 zwracania dwie kule. Które z poniższych zdarzeń jest zdarzeniem pewnym, 
zi U , , 2 U U , 2 J y. 

(2, 2, 2), (2, 3, 1), (3, L 1), a które = niemożliwym? 

PP NI A — obydwie wylosowane liczby są nieparzyste 

CE A ć > SE a B — suma wylosowanych liczb jest liczbą pierwszą 

(3, A 3), (3,6, 2), (4, 3,3), C — suma wylosowanych liczb jest równa co najwyżej 24 
(6, 1,6), (6,2,3), (6,3,2), D — jedna z wylosowanych liczb jest parzysta 

6,6,1 : 
sA 3. Rzucamy dwa razy kostką. Rozpatrzmy zdarzenia: 


niemożliwe: A, B,C A — pierwsza wyrzucona liczba jest nie mniejsza od drugiej, 
B — wśród wyrzuconych liczb są liczba parzysta i liczba nieparzysta. 
Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom A' i B'. Sprawdź, czy zachodzą 


zależności: Á U B = Q, A'U B = B, A\ B = B', B'C A. 


4. Z urny, w której jest pięć kul ponumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno, 
bez zwracania, dwie kule. 
a) Wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom: 
A — za drugim razem wylosowano liczbę parzystą, 
B — iloczyn wylosowanych liczb jest równy 4, 
C — pierwsza wylosowana liczba jest mniejsza od drugiej. 
b) Wyznacz zdarzenia: AU B, ANB,BNCiANBNC. 


sSAd= (Ue NZ2NENASZ SA ENAŻZ AZ AA EG 
(5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (6, 1), (6,2), (6,3), (6, 4), (6,5), (6, 6)} 
B = (1,2), (1,4), (1,6), (2, 1), (2,3), (2,5), (3,2), (3,4), (3,6), (4, 1), (4,3), 
(4,5), (5,2), (5,4), (5,6), (6, 1), (6,3), (6, 5)} 
A =$(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1, 6), (2,3), (2,4), (2,5), (2, 6), (3, 4), (3,5), 
(3,6), (4,5), (4, 6), (5,6) 


B' = (1,1), (1,3), (1,5), (2, 2), (2, 4), (2,6), (3, 1), (3,3), (3,5), (4,2), (4,4), 
(4,6), 5, 1), (5,3), (5,5), (6, 2), (6, 4), (6, 6)} 
Nie zachodzi żadna z podanych zależności. 

4. a) A=$(1,2), (1,4), (2,4), (3, 2), (3,4), (4, 2), (5, 2), (5,4)), B =£(1,4),(4,1)) 
C = {(1, 2), (1, 3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5)) 
b) AUB=$(1,2), (1,4), (2,4), (3, 2), (3,4), (4, 1), (4, 2), (5, 2), (5,4)) 
ANB=$((1,4)), BNC=$(1,4)), ANBNC=((1,4)] 
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Częstość zdarzeń 


Rzucamy n razy monetą. Jeśli k razy wypadnie orzeł, to mówimy, że częstość 
otrzymania orła wynosi E, W tabeli i na wykresie podano częstość wyrzucenia 
orła podczas pewnego eksperymentu. 


Liczba wykonanych rzutów n 10 20 | 30 | 40 50 | 60 70 | 80 | 90 100 


Liczba otrzymanych orłów k 3 12 17 | 20 26 | 29 | 33 | 39 | 45 | 51 
k 


Częstość * 0,3 | 0,6 (0,57, 0,5 (0,52 0,48 0,47 0,49, 0,5 0,51 
częstość wyrzucenia orła 
Zwróć uwagę, że dla dużej liczby 0,6 da aaa: 
rzutów częstość otrzymania orła 0,5 mear e 
jest bliska 1. * liczba wykonanych rzutów 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
W poniższej tabeli przedstawiono wyniki eksperymentów polegających na rzu- 
cie monetą, przeprowadzonych przez Francuza Georges'a Louisa Leclerca de 
Buffona [czyt. żorża luisa leklerka de bufona) (1707-1788) i Anglika Karla 
Pearsona |czyt. pirsona] (1857-1936). 


Liczba rzutów Liczba orłów Częstość 
G.L.L. de Buffon 4040 2048 0,5069 
K. Pearson 12000 6019 0,5016 
K. Pearson 24000 12012 0,5005 


1. Wykonaj 100 rzutów monetą. Podaj otrzymaną częstość wypadnięcia orła. 


2. Wykonaj 100 rzutów kostką. Sprawdź, czy częstość otrzymania szóstki jest 
bliska 2. 


6 


3. Wykonaj 30 rzutów dwiema kostkami. Za każdym razem zapisz, czy suma 
wyrzuconych oczek jest parzysta, czy nieparzysta. Podaj częstość, z jaką 
występowała parzysta liczba oczek. 

W 1733 r. de Buffon sformułował problem, zwany później 

problemem igły Buffona, polegający na obliczeniu praw- 

dopodobieństwa tego, że igła o długości I, rzucona na pod- 
łogę podzieloną liniami równoległymi odległymi o d, spad- 
nie na linię. Rozwiązanie tego problemu, podane przez 

Buffona w 1777 r., pozwala wyznaczyć przybliżoną war- 

tość liczby m metodami rachunku prawdopodobieństwa. 
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Uczeń: 

— oblicza prawdopodobieństwa 
zdarzeń losowych, stosując 
klasyczną definicję prawdopo- 
dobieństwa, 

— wykorzystuje regułę 
mnożenia, regułę dodawania, 
permutacje, wariacje 
i kombinacje do obliczania 
prawdopodobieństw zdarzeń. 


Multitega 


e Prawdopodobieństwo klasyczne 

e Zdarzenie elementarne — rzut 
dwiema kostkami do gry 

e Obliczanie prawdopodobieństwa 
— rozwiązanie zadania 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.8 


G Generator 


testów i sprawdzianów 
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1.8. Prawdopodobieństwo klasyczne 


Gdy rzucamy kostką, możemy otrzymać jeden z wyników należących do zbioru 

Q = {1,2,3,4,5,6}. Przyjmujemy, że kostka jest symetryczna (upada na każdą 

ściankę równie często), zatem szansa otrzymania któregokolwiek wyniku jest 
1 


równa g. Rozpatrzmy zdarzenie polegające na wyrzuceniu parzystej liczby 


oczek. Zauważmy, że zdarzeniu temu sprzyjają trzy wyniki: 2, 4 i 6. Zatem 


szansa zajścia tego zdarzenia jest równa $ = 3. 


Jeżeli wszystkie wyniki doświadczenia zdarzają się równie często, mówimy, że 
mamy do czynienia z prawdopodobieństwem (schematem) klasycznym. W ta- 
kiej sytuacji prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A zawartego w prze- 
strzeni Q określamy następująco: 


Definicja 
Jeżeli Q jest zbiorem skończonym i niepustym, to prawdopodobieństwem 
zdarzenia A C Q nazywamy liczbę: 


P(A)= 


oll > 


Przykład 1 
Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania sumy oczek większej od 10 w dwu- 
krotnym rzucie symetryczną kostką. 


Q = {(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (6,1), Przestrzeń zdarzeń elemen- 
(1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 2), (5, 2), (6, 2), tarnych ma 36 elementów: 
(1,3), (2,3), (3,3), (4,3), (5,3), (6,3), T= 36 
(1,4), (2,4), (3,4), (4,4), (5,4), (6, 4), 
(1,5),(2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,5), 

(1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6)) 


Zdarzenie, którego prawdopodobieństwo chcemy obliczyć, to zdarzenie: 
A= $£(5,6), (6,5), (6,6)), stąd A = 3 


Zatem P(A) = 
Ćwiczenie 1 


Rzucamy dwukrotnie symetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo otrzy- 
mania: 


a) sumy oczek mniejszej od 5, b) parzystej sumy oczek. 


Ćwiczenie 1 


A=6, P(A)=$=1 


Przykład 2 

Rzucamy trzykrotnie symetryczną kostką i zapisujemy liczbę, której kolej- 
nymi cyframi są otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 
wszystkie cyfry tej liczby są nieparzyste. 

Przestrzeń zdarzeń elementarnych Q jest zbiorem wszystkich trzyelemento- 
wych wariacji z powtórzeniami zbioru 1, 2,3,4,5,6). 

Stąd Q = 63 = 216. 

Rozpatrujemy zdarzenie losowe A, którego elementami są wszystkie trzyele- 
mentowe wariacje z powtórzeniami zbioru {1,3,5}. 

Stąd A = 3? = 27. 


27 1 


Zatem P(A)=== sie: 


Z Sll 


Ćwiczenie 2 

Rzucamy czterokrotnie symetryczną kostką i zapisujemy liczbę, której kolej- 
nymi cyframi są otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 
otrzymana liczba jest podzielna przez: a)5, b)4. 


Przykład 3 
Z urny, w której są 3 kule zielone i 5 kul niebieskich, losujemy jednocześnie 
2 kule. Jakie jest prawdopodobieństwo wylosowania kul tego samego koloru? 


Q jest zbiorem dwuelementowych kombinacji zbioru ośmioelementowego. 


Zatem Q = (5) = Aam = 28. 


Szukamy prawdopodobieństwa zdarzenia polegającego na wylosowaniu 2 kul 
zielonych lub 2 kul niebieskich: 


= 3! 5! 
A= (3) + (z) = j.m" ama 10013 


—_ 13 


Zatem P(A) = £ = za 


Oll s| 


Ćwiczenie 3 
Z urny, w której jest 8 kul białych i 4 czarne, losujemy jednocześnie 4 kule. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: 


a) będą kule tylko jednego koloru, c) będą 3 kule czarne i 1 biała, 


b) będą 2 kule białe i 2 czarne, d) będą co najmniej 3 kule białe. 


Ćwiczenie 3 

Q = (2) = 495 

a) A= (4) + () =71, P(A) = 75 

b) B= (3) : (3) = 168, P(B) = 15 = 1 

e) C= (3) : (1) = 32, P(G) = ź5 

a) D=()- (D + È) = 294, P(D) = 5ż = 5% 


Ćwiczenie 2 

N=6 

a) A=6.6.6.1= 63 
P(A)=$=$ 


b) Dwie ostatnie cyfry tworzą 
liczbę podzielną przez 4. Jest 
9 takich możliwości: 16, 24, 32, 
36, 44, 52, 56, 64. 
B=6.6.9=6.9 


P(B)= $2 =} 
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Odpowiedzi do zadań Zadania 

ile A = o, O, O, r), (o, O, T, 0), 
(o, r, 0, 0), (r,0,0,0), 1. Rzucamy cztery razy symetryczną monetą. Rozpatrzmy zdarzenia: 
(0,0,0,0)} 
B 2 1(0,0,6,0), O o) 
(o, r,r,o), (r,0,0,T), 
(r,o,r,o), (r,r,o,o)) 
C = £(0,0,r,r), (o, r,o,r), Które z tych zdarzeń jest najbardziej prawdopodobne? 


A — wypadły co najmniej trzy orły, 
B — liczba orłów jest równa liczbie reszek, 
C — wypadła parzysta liczba reszek. 


(o, r,r,o),(r,0,0,r), 


(r,o,r,0), (r,r,0,0), 2. Rzucamy dwukrotnie symetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo 


(0,0,0,0), (r,r,r,r)) tego, że: 
Najbardziej prawdopodobne a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 większa od liczby oczek 
jest zdarzenie C. otrzymanej w pierwszym rzucie, 

2. 0=36 b) liczby oczek otrzymane w obu rzutach różnią się co najwyżej o 1. 
a) A = {(1, 3), (2,4), (3,5), A : ne 
(4,6)} 3. Rzucamy trzykrotnie symetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo 
A Pai a= tego, że otrzymane kolejno liczby oczek tworzą ciąg: 
b) B = {1, 1), (1, 2), (2, 1), a) geometryczny, b) arytmetyczny. 
7 a a hi a A 4. Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania spośród wszystkich liczb dwu- 
(5, 4), (5, 5), (5,6), (6, B). cyfrowych liczby, której suma cyfr jest równa: a) 11, b) 6. 
6,6 . Z. : e. ZY 
£ U 5. Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania spośród wszystkich liczb trzy- 
B=16P(B=g=$g 


cyfrowych liczby, której suma cyfr jest równa: a) 2, b) 3. 


3. Q = 6? = 216 | | l , 
a) A= £(1,2,4), (4,2,1) 6. Windą zatrzymującą się na 6 piętrach jadą 4 osoby. Oblicz prawdopodo- 
(1, il, 1), (2 2, 2 (3, S 8), bieństwo tego, Że: 
(4, 4, 4), (5,5,5), (6, 6, 6)} a) każda osoba wysiądzie na innym piętrze, 
A= P(A)= += = — b) wszyscy wysiądą na tym samym piętrze. 
216 27 
b) B=$£(1,1,1)(1,2 EN. » ESEE z Pe 
i 3,5) 2 s n 3 > 7. Dziesięć kul rozmieszczamy w dziesięciu szufladach (kule i szuflady rozróż- 
(2, 4 6), (3, 2, 1), (3, 3. 3), niamy). Oblicz prawdopodobieństwo tego, że każda szuflada będzie zajęta. 
(3,4, 5), (4,3, 2), (4, 4, 4), k $ $ Z k l . ł h . 1 . . d 2 . k l 
ZEG GEN EA). 8. Z urny, w której jest 6 kul białych i 4 czarne, losujemy jednocześnie 8 kul. 
(5,5,5), (6, 4,2), (6, 5,4), Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w urnie zostaną: 
5 RA a) tylko kule białe, b) kule różnych kolorów. 
B = 18, P(B) = z% = 75 
AG 9. Z urny, w której znajduje się 7 kul białych i 5 czarnych, losujemy jednocześ- 
i 3 i = (29,92, 38, 83, 47,74 nie 3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: 
56, 65} B a) będą 2 kule czarne i 1 biała, c) będą tylko kule białe, 
4-5 PA= 20 = b) będą 2 kule białe i 1 czarna, d) będą kule biała i czarna. 
b) B = (15,51, 24, 42, 33, 60) 
5-6 PB= = "zzz 
5. Q = 900 7.0=107, A = 10!, P(A) = 45r = gs = 0,00036288 
a) A = {101, 110, 200) 8. Q= B= 
SE a 8 
=", AZER > 
NEO ag Rich )1=(9-(=15,P()=5=7 
b) B = {111, 102, 120, 201, RB. z. 
210, 300} b) B = (5) : G) = 24, P(B) = 5 = i 
B = 6, P(B) = $ = z5 9. Q = (3) = 220 
6. Q = 6f = 1296 a) A= (3) - (1) = 70, P(A) = zg = 3 
a) A=6-5.4.3= 360 b) B= (7) - (Ë) = 105, P(B) = 1% = 21 
— 860! — 5 = 
P(A) = 1296 — 18 l , PGA O 
BBE-=( PIEI 6 = 
o 23% mae GD- (460-60-16 PO 
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10. 


11. 


12. 


13. 


E14. 
£15. 


16. 


= 
s 


15. 


=k 
2 


a) Na loterii jest 40 losów, w tym 4 wygrywające. Kupujemy 2 losy. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że wśród nich będzie dokładnie 1 los wygrywa- 
jący. 

b) Na pierwszej loterii jest 10 losów, w tym 1 wygrywający, a na dru- 
giej — 20 losów, w tym 2 wygrywające. Na której loterii szanse wygrania 
są większe, jeśli kupujemy 2 losy? 


W dwudziestoosobowej klasie, w której jest 8 dziewcząt, rozlosowano 6 bi- 
letów do kina. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że bilety otrzyma: 


a) dokładnie troje dziewcząt, b) co najmniej troje dziewcząt. 


Z worka, w którym jest 5 par butów, wyjmujemy losowo 2 buty. Ob- 
licz prawdopodobieństwo wyciągnięcia butów tworzących parę. Ile razy 
zwiększy się prawdopodobieństwo wyciągnięcia pary, jeśli będziemy loso- 
wać 3 buty? 


Egzamin składa się z 10 pytań, na które możemy odpowiedzieć „tak” lub 
„nie”. Oblicz prawdopodobieństwo zdania egzaminu, jeśli odpowiedzi po- 
dajemy losowo i aby zdać, musimy odpowiedzieć poprawnie na co najmniej: 


a) 9 pytań, b) 7 pytań. 


Z talii 52 kart losujemy bez zwracania trzy karty. Oblicz prawdopodobień- 
stwo wylosowania: a) samych asów, b) dwóch asów i króla. 


Z talii 52 kart losujemy bez zwracania cztery karty. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo wylosowania: 
a) dwóch kierów, pika i trefla, c) co najwyżej jednego asa, 


b) co najmniej trzech króli, d) co najmniej jednej damy. 


W urnie jest 6 kul białych i pewna liczba kul czarnych. Losujemy dwa razy 
bez zwracania po jednej kuli. Prawdopodobieństwo wylosowania dwóch kul 
białych jest równe 3. Ile kul czarnych znajduje się w tej urnie? 


Klasyczną definicję prawdopodobieństwa precyzyjnie 
sformułował francuski matematyk, fizyk i astronom 
Pierre Simon de Laplace |czyt. pier simą de laplas] 
(1749-1827). Zamieścił ją w dziele Théorie analytique 
des probabilitćs (Analityczna teoria prawdopodobień- 
stwa), wydanym w 1812 r. Od 1785 r. Laplace był 
członkiem Akademii Nauk w Paryżu. 


Q = (Ë?) = 22100 

a) A= (3) = 4 P(A) = z16 = m5 

b) B= (3) : (1) = 24, P(B) = zyc = ze 

Q = (52) = 270725 

a) A= (5). (3). (3) = 78. 13? = 13182, P(A) = „8182 = 1014 
DEPP. E41=10 PEJS = 

c) © = (1) - (3) + (3) = 4- 17296 + 194580 = 263764, P(C) = 263164 
d) D' — nie wylosowano żadnej damy, D' = e ) = 194580, 

P(D) = 1— 37073 = 54145 

4 


10. a) O = (4) = 780 
A= (i): (7) = 144 
PA= = 
b) Qı = (7) = 45 
"= =E 
PLA) = =i 


-0 ()+0=37 


Szanse wygrania są większe 
na pierwszej loterii. 


Q = (22) = 38760 
JA- G) 
= 56 - 220 = 12320 


—_ 12320 _ 308 
P(A) = 38760 = 369 


» B= (3+0 
ST (5) i (7) AF (5) Í ( 
= 12320 + 4620 + 672 + 28 = 


= 17640 
- irca 


11. 


+ 


147 
323 


a: 
Z 
| 


12. 


er 

[| 

c 
= 


IS S S 
z I 
(=, 

4 GĘŚ 
N— 


P(B) =3:P(A) 
Zwiększy się 3 razy. 
Q = 2" = 1024 

10 10 
6) ar o = 
=10+1=11 


maili 
~ 1024 


= (7) ar (3) ge (E 
19) = 120 +45 + 11 = 176 


e Mi 
1024 — 64 


13. 


+ 
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Uczeń: 

— podaje rozkład prawdopodo- 
bieństwa dla rzutu kostką, 

— oblicza prawdopodobieństwo 
zdarzenia przeciwnego, 

— stosuje twierdzenie o prawdo- 
podobieństwie sumy zdarzeń, 

— sprawdza, czy zdarzenia się 
wykluczają, 

— stosuje własności prawdo- 
podobieństwa w dowodach 
twierdzeń oraz w zadaniach 
wykorzystujących własności 
prawdopodobieństwa. 


Multiteka 


e Obliczanie prawdopodobieństwa 
— rozwiązanie zadania 
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1.9. Własności prawdopodobieństwa 


Sformułujemy teraz definicję prawdopodobieństwa pozwalającą również opi- 
sywać sytuacje, w których zdarzenia elementarne nie są jednakowo prawdo- 
podobne. 


Definicja 
Prawdopodobieństwem nazywamy funkcję P określoną na skończonym 
zbiorze zdarzeń elementarnych Q o wartościach rzeczywistych spełniającą 
następujące warunki: 
1. 0 < P(A) < 1 dla dowolnego A C Q, 
FROTO 
3. P(AU B) = P(A)+P(B) dla dowolnych zdarzeń rozłącznych A, B C Q. 


Liczbę P(A) nazywamy prawdopodobieństwem zdarzenia A. 


Przykład 1 

Pewną niesymetryczną kostkę poddano testowi, wykonując długą serię rzutów. 

W tabeli podano w procentach częstość występowania danych liczb oczek. 
Liczba oczek 1 2 3 4 5 6 
Częstość występowania 12,5% 12,5% | 12,5% 25% 12,5% 25% 


Zwróćmy uwagę, że częstość występowania nie jest taka sama dla wszystkich 
wyników. Na tej podstawie można przyjąć dla testowanej kostki następujące 
prawdopodobieństwa pojawienia się danych liczb oczek. 


Liczba oczek 


aj | ea 


oo| | = 
l. N 
©l | w 
ol | Gi 
| O 


Prawdopodobieństwo 


Niech A oznacza wyrzucenie parzystej liczby oczek, a B — liczby oczek większej 
od 2. Wówczas: P(A) = P([2,4,6))=$+7+4=8, 
P(B) = P(+3,4,5,6)) = z+zźtst4= 4: 


Prawdopodobieństwo na skończonym zbiorze Q = fwy,wa,...,w„) czasami 
określa się, podając prawdopodobieństwo każdego ze zdarzeń elementarnych. 
Dla każdego ze zdarzeń w;, gdzie i = 1,2,... ,n, podaje się liczbę nieujemną p; 
tak, aby spełniony był warunek: pı + po +... + Pn = 1 (jak w przykładzie 1). 
Mówimy wtedy, że na zbiorze Q został określony rozkład prawdopodobień- 
stwa. Wówczas prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A C Q jest sumą 
prawdopodobieństw zdarzeń elementarnych sprzyjających zdarzeniu 4. 


Twierdzenie 


Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze Q. 
Wówczas dla dowolnych zdarzeń A, B C Q, jeśli A C B, to P(A) < P(B). 


Dowód 

Jeśli A C B, to B = AU (B \ A). Zbiory A i B \ A są rozłączne, więc: 
P(B) = P(AU(B\A))= P(A) + P(BĄA4) 

Stad P(A) < P(B), ponieważ P(B \ A) > 0. 


Twierdzenie 


Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze Q. 
Wówczas dla dowolnego zdarzenia A C Q: P(A') = 1 — P(A). 


Uwaga. Prawdopodobieństwo klasyczne spełnia warunki prawdopodobieństwa zdefi- 
niowanego w tym temacie. 


[D] Ćwiczenie 1 
Udowodnij powyższe twierdzenie. 


Uwaga. W dalszym ciągu podręcznika dla rzutu kostką (monetą) będziemy przyjmo- 
wać, że kostka (moneta) jest symetryczna, czyli że wszystkie ścianki (orzeł lub reszka) 
wypadają z takim samym prawdopodobieństwem, chyba że zaznaczono, że jest inaczej. 


Przykład 2 
Rzucamy trzykrotnie monetą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przynaj- 
mniej raz wypadnie orzeł. 


Zauważmy, że Q = 8. Niech A oznacza zdarzenie polegające na otrzymaniu 
przynajmniej jednego orła w trzech rzutach. Rozpatrzmy zdarzenie A’ prze- 
ciwne do zdarzenia A. Polega ono na wyrzuceniu samych reszek: A'={(r,r,r)}. 
Zatem A' = 1, czyli P(A’) = Ę = į. Stąd P(A4)=1-P(A)=1-g=g4. 


Ćwiczenie 2 

a) Rzucamy czterokrotnie monetą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy- 
najmniej raz wypadnie reszka. 

b) Rzucamy trzykrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przynaj- 
mniej raz otrzymamy 6 oczek. 


Ćwiczenie 3 

Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 

A — suma oczek, które wypadną w obydwu rzutach, jest równa co najmniej 4, 
B — iloczyn oczek, które wypadną w obydwu rzutach, jest mniejszy od 25. 


Ćwiczenie 3 


= =z 
A' — suma oczek, które wypadną w obu rzutach, jest mniejsza niż 4 


= W = = SR.2 38, (i 
A R (1, iD), (1, 2), (2, 1)}, A = 3, P(A) 1 36 36 12 
B' — iloczyn oczek, które wypadną w obu rzutach, jest większy lub równy 25 


B' = (5,5), (5, 6), (6,5), (6,6)), P' = 4, P(B) =1- 4 = 32 — 8 


Ćwiczenie 1 
Jeśli A C Q, to AUA =Q. 
Zbiory A i A' są rozłączne, więc: 
KO RYEWZSJE 

= P(A) + P(A). 
Zatem: 
P(A) = P(Q) - P(A) = 

=1- P(A). 


Ćwiczenie 2 

a)Q=2'=16 

A — przynajmniej raz wypadnie 
reszka 

A' — nie wypadnie żadna reszka 
A = {(0,0,0,0}, A= 


P(A) = 1-P(A') = 1— 5 = i 


b) Q = 6? = 216 

B — przynajmniej raz wypadnie 
szóstka 

B' — nie wypadnie żadna szóstka 


B' = 5? — 125 


- 125) 2 
1 216 
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Ćwiczenie 4 

a) P(AYB)=5$-5 
b) B c A stąd AN B= 
P(A\B)=3-3 53 


Ćwiczenie 5 


A=30, P(A)= 2 


B = 22, P(B) = 2 


ANB=8, P(ANB) = 
PAŃBB=3=1 


P(BYAJ=H= 27 
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Twierdzenie 


Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze Q. Wówczas 
dla dowolnych zdarzeń A, B C Q: 
P(A\ B) = P(A) - P(AN B) 


Dowód 

Dla dowolnych A, B C Q mamy: 
A= (A\ B)U (AN B), więc: 
P(A)= P(A\ B) + P(ANB), Q 
a stąd P(A \ B) = P(A) — P(AN B). 


Zauważ, że zbiory Ą\ B oraz 
M . AN B są rozłączne. 
Ćwiczenie 4 

Oblicz prawdopodobieństwo zdarzenia A \ B, jeśli: 


a) P(ANB)=3,P(A)=$, b) B C A, P(A) = 3, P(B) = 4. 
Ćwiczenie 5 

Spośród wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych wybieramy losowo jedną. 
Rozpatrzmy zdarzenia: 

A — wylosowana liczba jest podzielna przez 3, 

B — wylosowana liczba jest podzielna przez 4. 

Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń A | B, B \ A. 


Twierdzenie 


Niech P będzie prawdopodobieństwem określonym na zbiorze Q. Wówczas 
dla dowolnych zdarzeń A, B C Q: 
IA AU I8) = AA A) = AAI) 


Dowód 

Dla dowolnych A, B C Q mamy: 

AU B = (A \ B) UB, więc: 

P(AUB) = P((A\ B)U B) = P(A\ B)+ P(B) = 
= P(A) — P(AN B) + P(B). 


Q 


Zauważ, że zbiory AMB oraz 
23 3 B są rozłączne. 
Ćwiczenie 6 
Oblicz prawdopodobieństwo sumy zdarzeń 4, B C Q, jeśli: 
b) P(A)= 2, P(B)= š, PIANB)= E, 


c) P(A) = z, P(B)=5, P(ANB)=L. 
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Ćwiczenie 6 

a) P(AUB)=z+5-3=5 
T RSE=L 
c) P(AUB)=5+(1-5)-ż=1 


Zadania 


1. 


Oblicz prawdopodobieństwo iloczynu zdarzeń Á, B C Q, jeśli: 
a) P(A)=3, P(B)=4, P(AUB)=$, 


3) 4? 
b) P(A)=5, P(B)=3, P(AUB)=$. 


3) 
Oblicz prawdopodobieństwo iloczynu zdarzeń Á, B C Q, jeśli: 

a) P(A') = 0,4, P(B') = 0,85, P(AUB)=0,7, 

b) P(A\ B)=0,4, P(B\A)=0,1, P((AU BY) = 0,25. 

Uzasadnij, że jeśli B C A C Q, to P(A \ B) = P(A) — P(B). 

Niech A, B C Q. Oblicz prawdopodobieństwo różnicy zdarzeń A \ B, jeśli: 
a) P(AN B)=}i P(A) =$, b) P(AU B) = %4 i P(B)= Ż. 


Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Czy zdarzenia A, BC Q mogą się wykluczać, jeśli P(A) = 4 i P(B) = ł? 


Załóżmy, że zdarzenia A i B się wykluczają. Wówczas: 
P(AUB)=P(A)+P(B)=;+ż=1>1 


Otrzymaliśmy sprzeczność, zatem zdarzenia te nie mogą się wykluczać. 


Czy zdarzenia A, B C Q mogą się wykluczać? 
a) P(4)=5, P(B)=4 b) P(4)=3, P(B)=$ 


Czy zdarzenia A i B mogą się wykluczać, jeśli wiadomo, że P(AU B) = 
P(A\ B) = ;, P(B\ A) = 37 


T 
8? 
a) Wykaż, że jeśli P(A) = ł, P(B) = $, to P(AU B) <g. 
b) Wykaż, że jeśli P(A) = P(B) = 3, to P(ANB) > ;. 


3 


8. Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 
A — w obu rzutach otrzymano parzystą liczbę oczek lub obie otrzymane 
liczby oczek są większe od 3, 
B — iloczyn liczb otrzymanych oczek jest nieparzysty lub większy od 24. 
9. Losujemy jedną liczbę spośród liczb 1,2,3,...,100. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że liczba ta jest podzielna przez: a) 2lub3, b) 3 lub 7. 
10. Losujemy jedną liczbę spośród liczb 1,2,3,...,200. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że liczba ta nie jest podzielna ani przez 2, ani przez 5. 
7. a) P(AN B) € (0;1), stąd 
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) < P(A)+P(B)=ż+z=2Z 
b) P(AU B) < 1 oraz P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), stąd 
P(A) + P(B) - P(ANB)X£1 
2+2- P(ANB)<1 
P(ANB)>3 
8. P(A) = 7, P(B)=+ 
9. a) 0,67 b) 0,43 
10. 0,4 


Odpowiedzi do zadań 


1 


. P(AN B) = P(A) + P(B)+ 


—P(AU B) 
a) P(ANB)=3+47-6= 5 
b) P(ANB)=Żż+3-5=0 


A BAJSIEE A =06 


P(B)=1- P(B’) = 0,15 
P(AN B) = 0,05 

b) AUB = (A\B)U(B\A)U 
U(AN B) 

Zbiory (A\ B), (B\4), (ANB) 
są rozłączne, stąd 

P(AU B)= P(A\ B)+ 
+P(BNA) + P(AN B) 
P(AUB) =1-P((AUB)') = 
= 0,75 

P(ANB) =P(AUB)+ 
—P(AVB) - P(B\ A) = 0,25 


. Jeśli B C A CQ, to 


ANB=B. 
P(A\B) = P(A)-P(ANB) = 
= P(4) — P(B) 


0 
. a) P(AUB) = $+} = 3 >1, 


czyli zdarzenia nie mogą się 
wykluczać. 

b) P(AUB) = +} = # <1, 
czyli zdarzenia mogą się wy- 
kluczać. 


. Załóżmy, że zdarzenia się wy- 


kluczają, czyli P(A N B) = 0. 
Wtedy: 


P(A) = P(A \ B) = Ż 
P(B) = P(B\ A) = £} 
P(AU B) = P(A) + P(B) = 


a E 6 

= rag 

Zatem zdarzenia nie mogą się 
wykluczać. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


17. 


a) P(B)=5 
P(AUB)=2+ z=1 
PA A) = PAU S) = 
=1-P(AUB)=0 

b) P(BNA) =P(B)+ 
—P(AN B), 

stąd P(AN B) = 5, 
P(A'UB') = P((ANB)) 
=1-P(ANB)=7 
P(AUB')=P((AnB)) = 
= 1=P(ANB)=G 
P(AnB)=P((AUB)) = 
=1-P(AUB) = 

= 1— P(A) — P(B)+ 
+P(AN B) =P(A') — 1+ 
+P(B')+P(AN B)= Š% 
P(AnB)=P((AUB)) = 
=1-P(AUB) = 

= 1— P(A) — P(B)+ 
+P(AN B) = 
=l; 2 'RANB)= 
P(ANB) 


ea 
6 


Q — 62 — 36 
A=6-5= 30, P(A)= 30 
B=5.5= 2%, P(B)=Ż 
AMB-4—0 
P(ANB)= 2 
P(AUB) = P(A) + P(B)+ 
-P(AN B) = 5 
PIAWE |= CA = 
P(A'NB') = PI(AUBY) = 
=| PAU" 

Q = 100 


A — liczba podzielna przez 3 
B — liczba podzielna przez 4 
C — liczba podzielna przez 7 
P(A) =0,338, P(B) = 0,25 
(©) =0,14 
(AN B) = 0,08 
(ANC) = 0,04 
(BNC) =0,03 
(AN BNC) = 0,01 
(AU BuU C) = 0,58 


33322A 
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11. 


12. 


14. 


15. 


16. 


17. 


15. 


16. 


13. Niech A, B C Q. Uzasadnij, że jeśli P(A) 


Korzystając z podanych w ramce równości, oblicz 
prawdopodobieństwo zdarzenia: 
a) A'N B' jeśli P(AN B) = ż 

P(B') = z, 


b) A'UB', jeśli A C B, P(B) = È, 


Prawa de Morgana 
(AU BY =ANB' 
(ANBY'=AUB 
P(BĄA) =$ 


Niech A, B c Q. Korzystając z praw de Morgana, oblicz P(A’ U B') oraz 
P(A N B’), jeśli P(A’) = 4, P(B') = 7, oraz P(ANB)=s 


= P(B) = Ł, to: 


P(AN B) = P(A'NB' 


Rzucamy dwukrotnie kostką. Zdarzenie A polega na tym, że w każdym 
rzucie otrzymamy inną liczbę oczek, a zdarzenie B — że ani razu nie otrzy- 
mamy szóstki. Oblicz P(A4'U B’) i P(A'A B’). 


W pewnej grupie uczniów każdy zna język angielski lub niemiecki. Wia- 
domo, że prawdopodobieństwo wylosowania z tej grupy ucznia znającego 
język angielski jest równe z, natomiast prawdopodobieństwo wylosowania 
ucznia znającego język niemiecki jest równe $. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że losowo wybrany uczeń zna obydwa języki. 


W ankiecie przeprowadzonej wśród 200 uczniów klas czwartych pewnego 
liceum otrzymano następujące wyniki: 

e matematykę lubi 100 uczniów, 

e historię lubi 90 uczniów, 

» biologię lubi 35 uczniów, 

„ matematykę i historię lubi 25 uczniów, 

„ matematykę i biologię lubi 15 uczniów, 

» historię i biologię lubi 20 uczniów, 

„ matematykę, historię i biologię lubi 5 uczniów. 


Przerysuj do zeszytu diagram przedstawiony 
obok i go uzupełnij. Oblicz prawdopodobień- 
stwo tego, że losowo wybrany uczeń nie lubi 
żadnego z wymienionych przedmiotów. 


Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania ze zbioru £1,2,3,...,100) liczby 
podzielnej przez 3, 4 lub 7. Skorzystaj z poniższego wzoru na prawdopo- 

dobieństwo sumy trzech zdarzeń: 
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)+ 
— P(ANB) - P(ANC) - P(BNC)+P(ANBNC) 


A — uczeń zna język angielski, P(A) = z 
N — uczeń zna język niemiecki, P(N) = Ź 
AU N — uczeń zna język angielski lub niemiecki, P(AU N) = 1 


ANN — uczeń zna oba języki 


P(ANN) =P(A) + P(N) - P(AU N) = 4% 
A — uczeń nie lubi żadnego z wymienionych przedmiotów 
U + 5) = 200 — 170 = 30 

PA= 206 = 26 


Rozkład prawdopodobieństwa 


W tabeli obok przedstawiono rozkład 
prawdopodobieństwa dla rzutu symetrycz- 
ną kostką. Zwróć uwagę, że wszystkie zda- 


w; 1 2 3 4 5 6 
Pi 


|-- 
| 
| 
| 
(Alm 
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rzenia elementarne są jednakowo prawdo- 


podobne. 
1. W tabeli obok przedstawiono rozkład 9; |2|3|4|5]|6 
prawdopodobieństwa dla doświadcze- TEAREN 
Pij 5 | 6 | 5 | 3 | 6 | 15 


nia polegającego na jednokrotnym 
rzucie niesymetryczną kostką. Oblicz prawdopodobieństwo wyrzucenia nie- 
parzystej liczby oczek w tym doświadczeniu. 


2. Na ściankach symetrycznej kostki znajdują się następujące liczby oczek: 
1, 2, 3, 4, 5, 5. Podaj rozkład prawdopodobieństwa dla rzutu tą kostką. 


3. Rzucamy raz niesymetryczną kostką. 
Przerysuj do zeszytu i uzupełnij tabelę 
przedstawiającą rozkład prawdopodo- 
bieństwa dla rzutu tą kostką, jeśli prawdopodobieństwo otrzymania 6 oczek 
jest dwa razy większe od prawdopodobieństwa otrzymania 5 oczek. Oblicz 
prawdopodobieństwo otrzymania parzystej liczby oczek. 
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4. Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami. Uczniowie A i B, opisując 
doświadczenie polegające na badaniu sumy wyrzuconych oczek, określili 
przestrzeń Q jako zbiór wszystkich możliwych sum: 


Q = £2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12) 
Uczniowie podali następujące rozkłady prawdopodobieństwa. 
Rozkład podany przez ucznia 4: 
Wi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 


; 1 1 
Pi 36 I8 


Al 
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el 


Rozkład podany przez ucznia B: 


Wi 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 


Pi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
y 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 


Który z podanych rozkładów należałoby wziąć pod uwagę przy szacowaniu 
wyników powyższego doświadczenia wykonanego wiele razy? 


Odpowiedzi do zadań 


1. P(L3,5)=zg+z+z= 
- 8 
30 


2. 
w; |EGRZERSGIZNIK 
1 1 il il 1 
Pi 6 6 6 6 3 
1 1 1 Bes U 
Puka bz 10 
il (242235 el Ar 22 


10 10 IO "FP TO 
Prawdopodobieństwo 
otrzymania parzystej 


liczby oczek: 
1 1 Lo 29 
30 14 5 780 


4. Rozkład zaproponowany 
przez ucznia A. 
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Uczeń: 
— oblicza prawdopodobieństwo 


*1.10. Prawdopodobieństwo warunkowe 


warunkowe, 
— stosuje wzór na prawdopo- Przykład 1 
dobieństwo warunkowe do Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma otrzy- 


wyznaczenia prawdopodo- 
bieństwa np. sumy, iloczynu, 
różnicy zdarzeń, 


BE a) 0=((1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)), zatem N = 36. 


dobieństwa warunkowego. 


manych oczek: 
a) jest równa 11, b) jest równa 11, jeśli w pierwszym rzucie wypadło 5 oczek. 


Niech A oznacza zdarzenie polegające na wyrzuceniu sumy oczek równej 11. 
Zdarzeniu A sprzyjają dwa wyniki: (5,6) i (6,5), zatem P(A = 4 = s. 

b) Niech B będzie zdarzeniem polegającym na wyrzuceniu 5 oczek w pierw- 
szym rzucie: B = (5,1), (5,2), (5,8), (5,4), (5,5), (5,6)}. Spośród tych zda- 
rzeń elementarnych jedynie wynik (5,6) daje sumę oczek równą 11. Możemy 
to zapisać następująco: A N B = £(5,6)). Zatem szukane prawdopodobieństwo 
jest równe: 


Wyrzucenie 5 oczek w pierwszym rzucie zwiększa więc szansę uzyskania sumy 
11 oczek w obydwu rzutach kostką. 


Prawdopodobieństwo zdarzenia A, gdy wiemy, że zaszło zdarzenie B, nazy- 
wamy prawdopodobieństwem warunkowym i oznaczamy P(A|B). Zauważmy, 


że w schemacie klasycznym mamy P(A|B) = ŻĘ 
Zatem: —— IB 
ANB T P(ANB) 
P(ALB)= p = © P() 
0 
Definicja 


Niech A,B C Q i P(B) > 0. Prawdopodobieństwo zdarzenia A pod wa- 
runkiem, że zaszło zdarzenie B, określamy wzorem: 


P( AQB 
P(A|B) = “2 
za. | P(B) 
Ćwiczenie 1 
EEE 
A — suma wyrzuconych oczek Ćwiczenie 1 


jest iej d 10 ; A wg : 
e RE $ Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma wy- 
a) A — suma wyrzuconych oczek 


; ; A SALE: rzuconych oczek: 
jest równa nie mniej niż 10 


AZIG EZ EG, a) jest mniejsza od 10, 
(6, 4), (6,5), (6,6)) b) jest mniejsza od 10, jeśli w pierwszym rzucie wypadło 5 oczek, 
P(A)=1-P(A)=1-$=6 c) jest mniejsza od 10, jeśli w pierwszym rzucie wypadło 1 oczko. 


b) B — w pierwszym rzucie wypadło 5 oczek 

AN B — suma wyrzuconych oczek jest mniejsza od 10 i w pierwszym rzucie 

wypadło 5 oczek 

AN B = {(5, 1), (5, 2), (5,3), (5,4)) 

P(A|B) = 3 = 3 
c) C — w pierwszym rzucie wypadło 1 oczko 
ANC — suma wyrzuconych oczek jest mniejsza od 10 i w pierwszym rzucie 
wypadło 1 oczko 

dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.10 P(A|C)=$=1 


G Generator 


testów i sprawdzianów 
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Ćwiczenie 2 
Rzucamy dwukrotnie kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma wy- 
rzuconych oczek: 


a) jest parzysta, 
b) jest parzysta, jeśli w pierwszym rzucie wypadły 3 oczka, 


c) jest parzysta, jeśli w pierwszym rzucie wypadły 4 oczka. 


[D] Przykład 2 
Niech A, B C Q. Wykaż, że jeśli P(B) > 0, to P(A'|B) = 1 — P(A|B). 


Zauważmy, że A'N B = B\ (AA B). 


A 
A P(ANB P(B)-P(ANB 
1- P(A|B)=1 BY =P STB )= 
_ P(BM(ANB)) _ P(ANB) _ p Q 
aa a) = P(A|B). 
Ćwiczenie 3 


Rzucamy trzema kostkami. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wypadnie: 
a) co najmniej jedna szóstka, 

b) co najmniej jedna szóstka, jeśli na każdej kostce wypadła inna liczba oczek, 
c) co najmniej jedna szóstka, jeśli na każdej kostce wypadła taka sama liczba 
oczek. 


[p] Ćwiczenie 4 
Niech A,BCNi0 < P(B) < 1. Wykaż, że jeśli P(A|B) = P(A|B'), to 
P(AN B) = P(A) + P(B). 


Przykład 3 

W urnie jest 7 kul niebieskich i 4 czerwone. Losujemy z niej kolejno dwie 
kule bez zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegające na wylosowaniu za 
drugim razem kuli czerwonej, a B — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli 
niebieskiej. Oblicz P(A|B). 


Drzewo obok jest ilustracją tego doświadczenia. 


Jeśli za pierwszym razem wyciągnęliśmy kulę nie- u 4 
bieską, to w urnie pozostało 6 kul niebieskich i 4 
czerwone. Zatem: N C 
P(A|B)= 4 = 2 4 

(AB) = 16 = 5 a oźia 
Gałąź zaznaczona kolorem czerwonym przedsta- 
wia ten etap doświadczenia, który nas interesuje. N C N C 
Ćwiczenie 4 


Zauważmy, że A = (AN B’) U (AN B) oraz (AN B’) N (AN B) = Í, stąd 
P(A)= P(AN B’) + P(AN B) 


Zatem: 
— P(ANB') _ P(A)-P(ANB) 
P(A|B') P(B') 1-P(B) 
__ P(ANB) 
PORE 


Jeśli P(A|B) = P(A|B'), to: 
P(A)-P(ANB) _ P(ANB) 
1-P(B) P(B) 


P(4)P(B) — P(AN B): P(B) = P(AN B) — P(AN B) - P(B) 
P(AN B) = P(A) - P(B) 
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Ćwiczenie 2 
Q = 6° = 36 
A — suma wyrzuconych oczek 
jest parzysta 


a) P(A)= 8 =4 


b) B — w pierwszym rzucie wy- 
padły 3 oczka 

ANB — suma wyrzuconych oczek 
jest parzysta i w pierwszym rzu- 
cie wypadły 3 oczka 

Ane = GE 
P(A|B) = 3 = z 
c) C — w pierwszym rzucie wy- 
padły 4 oczka 

ANC -suma wyrzuconych oczek 
jest parzysta i w pierwszym rzu- 
cie wypadły 4 oczka 

AnG = {(4, 2), (4, 4), (4, 6)} 
P(A|C)=$=3 

Ćwiczenie 3 

@=0 = 2 

A — wypadła co najmniej jedna 
szóstka 

a) A' — nie wypadła żadna szóst- 
ka 

M=b5o6_ob = 125 
P(A') = 15 

P(A)=1 AA) = = 

b) B — na każdej kostce wypadła 
inna liczba oczek 

B=6-.5-4= 120 
ANB=5:4-3=60 


B(A|B)=1— m~ 2 


c) C — na każdej kostce wypadła 
taka sama liczba oczek 

C=6 

ANB — wypadła co najmniej jed- 
na szóstka i na każdej kostce wy- 
padła taka sama liczba oczek 


ANB=1 


w 


Ćwiczenie 5 
P(A|B;) = 7, P(A|Ba) = Ê 


Odpowiedzi do zadań 

1. A — wylosowano kulę o nume- 
rze parzystym 
B — wylosowano białą kulę 


P(A) = s, P(B) = 55 
P(ANB) == 
a) P(A|B) = 3 
b) P(BJA)=1 


2. a) A — suma oczek równa 13 
B — w drugim rzucie wypadły 
3 oczka 
ANB=$(4,3,6), (5,3,5), 

(6, 3, 4)) 
P(A|B) = 5 = 5 
b)A — w drugim i w trze- 
cim rzucie nieparzysta liczba 
oczek 
B — suma oczek równa 6 
BR NCZDACCZA: 
(38,2). (1,4, 11. (2, 1,5), 
(2,22). (273,1, (8 11,2), 
(©, 2 11), (41, 1, i); 
AMUB=1(2,19,(23, 0% 
(4,1,1)} 
P(A|B) 
3.0=9.-8 
A — liczba podzielna przez 3 
A = [12, 15, 18, 21, 24, 27, 36, 
39, 42, 45, 48,51, 54, 57, 63, 69, 
12, 75, 78, 81, 84, 87, 93, 96} 


a) P(A)= 53 = 3 


-8 
— 0 


b) B — pierwszą z wylosowa- 
nych jest 1 

ANB=f12, 15, 18) 

P(A|B) = 8 

c) C — pierwszą z wylosowa- 
nych jest 6 

AN B = {63,69} 
P(A|B)=3=13 
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Ćwiczenie 5 
Z urny, w której jest 5 kul białych i 7 czarnych, losujemy kolejno dwie kule bez 
zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegające na wylosowaniu za drugim 


razem kuli czarnej, Bı — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli białej, Ba — 


na wylosowaniu za pierwszym razem kuli czarnej. Oblicz P(A|B;) i P(A|B>). 
Umieść obliczone prawdopodobieństwa na odpowiednim drzewie. 


Zadania 


1. 


2. 


W urnie są cztery kule białe oznaczone numerami 1, 2, 3, 4, trzy kule czarne 
oznaczone numerami 1, 2, 3 oraz jest sześć kul niebieskich oznaczonych 
numerami 1, 2, 3, 4, 5, 6. Losujemy jedną kulę. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że: 

a) jest to kula o numerze parzystym, jeśli wiemy, że wylosowaliśmy kulę 
białą, 

b) jest to kula biała, jeśli wiemy, że wylosowaliśmy kulę o numerze parzy- 
stym. 


Rzucamy trzy razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 

a) suma oczek jest równa 13, jeśli w drugim rzucie wypadły 3 oczka, 

b) zarówno w drugim, jak i w trzecim rzucie wypadła nieparzysta liczba 
oczek, jeśli suma oczek w trzech rzutach była równa 6. 


Z urny, w której są kule ponumerowane od 1 do 9, losujemy kolejno dwie 
kule bez zwracania. Numery wylosowanych kul, zapisane w kolejności lo- 
sowania, tworzą liczbę dwucyfrową. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 
jest to liczba podzielna: 

a) przez 3, 

b) przez 3, jeśli pierwszą z wylosowanych liczb jest 1, 

c) przez 3, jeśli pierwszą z wylosowanych liczb jest 6. 


Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wypadła 
co najmniej raz szóstka, jeśli wiadomo, że: 
a) suma oczek, które wypadły w obydwu rzutach, była nieparzysta, 


b) w pierwszym rzucie wypadło więcej oczek niż w drugim. 


Niech A, B C Q. Oblicz: 

a) P(A|B), jeśli P(A') = 2 P(B) = 4 i P(B|A) = 
b) P(A|B), jeśli P(A) = ( 5 

c) P(B|A), jeśli P(AUB) = 5, P(A)= Łi P(B) =. 


1 
PJ 


, P(ANB) = P(B|A). P(A) = 
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10. 


o]11. 


12. 


11. 


12. 


Z urny, w której jest 6 kul białych i 8 czarnych, losujemy kolejno trzy 
kule bez zwracania. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że za trzecim razem 
wylosujemy: 

a) kulę białą, jeśli pierwsze dwie wylosowane kule były białe, 


b) kulę czarną, jeśli pierwsze dwie wylosowane kule były różnego koloru. 


Jedną kulę białą i sześć czarnych wrzucamy losowo do dwóch ponumero- 
wanych szuflad. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że biała kula znajdzie 
się w pierwszej szufladzie, jeśli do drugiej wrzuciliśmy pięć kul. 


Ze zbioru (1,2,3,...,20) losujemy bez zwracania trzy liczby. Oznaczmy 
zdarzenia: 

A — suma wylosowanych liczb jest nieparzysta, 

B — iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty. 

Które z prawdopodobieństw jest większe: P(A|B) czy P(B|A)? 


Niech A, B C Q. Oblicz: 
a) P(B), jeśli P(A) = į, P(A|B)=ż i P> = 
b) P(A), jeśli P(B) = 2P(B'), P(A|B) = + oraz P 


1 
4? 
( 


A|B' 


Z 
I 
ow 


Niech A, B C Q. Oblicz: 
a) P(AU B), jeśli P(B) = 3, P(A') = 4 oraz P(A|B)=$ 
P(AU B), jeśli P(A) = 2P(A') oraz P(A|B) = P(B|A) = 4, 


b) P( 

c) P(AN B), jeśli P(B) = P(B') oraz = L, 

d) P(A\ B), jeśli P(A) = $ oraz P(B|A) = ł 

Niech A, B C Ni P(B) > 0. Wykaż, że P(A|B) > 1 — AT 


W pewnej klasie każdy uczeń umie pływać lub jeździć na nartach. Ucznio- 
wie umiejący pływać stanowią 80% wszystkich uczniów, a jeżdżący na nar- 
tach — 50%. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrany uczeń 
z tej klasy: 

a 


) 
b) 


c) umie jeździć na nartach, jeśli nie umie pływać, 


umie pływać i jeździć na nartach, 


umie jeździć na nartach, jeśli umie pływać, 


d) umie pływać, jeśli umie jeździć na nartach. 


Wiemy, że P(A U B) € (0; 1) stąd: 

P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AUB) > P(A) + P(B) — 1 = P(B) — (1 — P(A)) = 
= P(B) — P(A’) 

Czyli P(AN B) > P(B) — P(A') 


— P(ANB) P(B)-P(A') _ P(A') 
P(A|B) P(B) > P(B) 1 P(B) 


A — uczeń umie pływać, B — uczeń umie jeździć na nartach 
P(A) =0,8; P(B) = 0,5 oraz P(AUB)=1 
a) P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AUB)=0,3 


A 
b) P(B|A) = 75 = Q8 = 8 = 0,375 
P(BnA'! P(B)-P(ANB O2 
c) P(B|A) = ÓW = k = 2 l 
P(ANB 03 32 
d) P(A|B) = gi = 05 5 0,6 
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6. a) Jeśli pierwsze dwie wyloso- 


wane kule były białe, to w ur- 
nie pozostało 8 kul czarnych 
i 4 białe. Zatem prawdopodo- 
bieństwo tego, że za trzecim 
razem wylosujemy kulę białą, 
jest równe 5 = 3. 

b) Jeśli pierwsze dwie wyloso- 
wane kule były różnego kolo- 
ru, to w urnie pozostało 5 kul 
białych i 7 czarnych. Zatem 
prawdopodobieństwo tego, że 
za trzecim razem wylosujemy 


> 2 z 
kulę czarną, jest równe 75. 


. A- biała kula jest w pierwszej 


szufladzie 
B — w drugiej szufladzie jest 
5 kul 


B = (3) = 21 

Af1B=()=6 

P(A|B)= $ =ż2 
) 


-~ P(AIB) 


P(A|B) = GR, więc 


) P(B) 7 
P(ANB) = P(A|B). P(B) = 
= dL 2 = 
5 8 15 
1 
P(A|B') = "Gz. = 
P(AXB) _ P(A)-P(ANB) 
P(B') P(B') 
P(A) = ua P(B')+ 
+P(ANB)=Ż.3+7=8 
10. a) 55 b) 1 > d) z 


Zdarzenia niezależne 
Zdarzenia A, B C Q nazywamy niezależnymi, jeśli P(AN B) = P(A) : P(B). 


Intuicyjnie zdarzenia określamy jako niezależne, jeśli nie mają wzajemnie na 
siebie wpływu. O zdarzeniach, które nie są niezależne, mówimy, że są zależne. 


Przykład 
Na jednym z 64 pól szachownicy ustawiamy 
losowo wieżę. Rozpatrzmy zdarzenia: 


A — wieża została ustawiona w wierszu: 


1, 2 lub 3 

B — wieża została ustawiona w kolumnie: 
G lub H 

Zatem P(A) = a = 3, P(B) = 16 = L 


Zdarzeniu A N B sprzyja sześć zdarzeń ele- 
mentarnych: G1, G2, G3, H1, H2, H3, czyli: 
P(AN B)= = 


64 32 


Zauważmy, że P(A) - P(B) = ł. 14 = ł, zatem P(AN B) = P(A) - P(B), co 


8 4 3D 


PRZ > oznacza, że zdarzenia A i B są niezależne. 
Odpowiedzi do zadań ? a 


15(Ć)=; [D] 1. Wykonujemy doświadczenie opisane w powyższym przykładzie. Rozpa- 
BNC = {G1, G3, G5, G7, trzmy zdarzenie C polegające na tym, że wieża została ustawiona w wier- 
H1, H3, H5, e: szu o numerze nieparzystym. Uzasadnij, że zdarzenia B i C są niezależne, 
P(BNO)=g=5 a zdarzenia A i C są zależne. 
P(B): P(O)= 1-1= 1 = 
= P(BNC), więc zdarzenia B [D] 2. Rzucamy raz kostką. Uzasadnij, że zdarzenia: A — wypadła nieparzysta 
i C są niezależne. liczba oczek i B — wypadła liczba oczek większa od 4, są niezależne. 
ANC — wieża ustawiona 
w wierszu 1 lub 3 p) 3. Rzucamy dwa razy kostką. Rozpatrzmy zdarzenia: A — za pierwszym razem 
P(ANC)=Ś=+ wypadła szóstka, B — za drugim razem wypadła szóstka, © — suma oczek 
P(A):P(C)=g-5= w obydwu rzutach jest większa od 10. Uzasadnij, że zdarzenia: 
= 4 ;ź P(BNO), a) Ai B są niezależne, b) A i C są zależne. 
"Sa sa 4. Losujemy jedną liczbę spośród liczb 1,2,...,100. Niech A oznacza zda- 
2. P(A)=1,P(B)=L rzenie polegające na wylosowaniu liczby parzystej, B — liczby podsie] 
P(AN B- 1 przez 5, C — liczby podzielnej przez 6. Czy podana para zdarzeń to zda- 
BAB OFR== rzenia niezależne? 
= P(ANB), więc zdarzenia A a) AiB b) AIC c) BiC 
RUE p) 5. Niech A,B c Q. Uzasadnij, że jeśli zdarzenia A i B są niezależne oraz 


P(B) > 0, to P(A|B) = P(A). 


3. P(A) = 5, P(B) = 5, P(C) = zę = 75 
a) P(AN B) = 4 =}; } = P(A) - P(B) 


) 6 
b) P(ANC) = å #4- 5 = P(A). P(C) 
4. RA) S RB) an 
a) PANB)="o=m=2*5 
więc zdarzenia A i B są niezależne. 
b) P(AN C) = 3 EZ 2 - P(C), więc zdarzenia A i B są zależne. 
c) P(BNC) = gy £ 5: zg = P(B)- P(C), więc zdarzenia A i B są zależne. 


—  P(ANB) _ P(A)-P(B) _ 
5. P(A|B) = "Ty = PAH P(A) 
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*1.11. Prawdopodobieństwo całkowite 


Przykład 1 

Wydawnictwo wydrukowało 80% nakładu pewnej książki w drukarni I, a pozo- 
stałe 20% — w drukarni II. Wady ma 0,1% książek z drukarni I i 0,6% książek 
z drukarni II. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrana książka 


jest wadliwa. 
B Bo 
Oznaczmy przez A zdarzenie, że wybrana książka jest 


wadliwa, przez Bı, że pochodzi z drukarni I, a przez 
By, że pochodzi z drukarni II. Mamy wówczas: 


A=(ANB,)U(AN Bə) 
Zdarzenia (AN Bı) i (AN Ba) się wykluczają, zatem: 
P(A) =P(AN B,) + P(AN B) 


Stąd: 


P(A) = P(B,) : P(A|B,) + P(Bz) : P(A|B>) 


Podstawiamy P(B;,) = 0,8, P(A|B;,) = 0,001, P(B2) = 0,2, P(A| B2) = 0,006 
i otrzymujemy: 
P(A) = 0,8 - 0,001 + 0,2 - 0,006 = 0,002 


W powyższym przykładzie mieliśmy Bı U B> = Q 


oraz Bı N Bə =Q. Zastosowany przy tych założe- $Y Fa 
niach wzór: s X 

P(A) = P(B;) : P(A|B,) + P(B>) : P(A|Bə) da A 
nosi nazwę wzoru na prawdopodobieństwo całko- $ę 7% 
wite. Drzewo obok jest ilustracją graficzną tego RY w RY $, 
wzoru. A A' A A 


Wzór na prawdopodobieństwo całkowite można sformułować bardziej ogólnie. 
Wzór na prawdopodobieństwo całkowite 


Niech Q będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
zdarzenia B1, B2,..., Bn spełniają następujące warunki: 

= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (Bı U B2 U... U Bp = Q), 

= prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 

m zdarzenia te parami się wykluczają, 

to prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A C Q opisuje wzór: 


P(A) = P(B,): P(A|B;,) + P(B2) : P(A| B2) +... + P(B,): P(A|B,) 


Uczeń: 
— sprawdza, czy są spełnione 


założenia twierdzenia o praw- 


dopodobieństwie całkowitym 
— oblicza prawdopodobieństwo 
całkowite. 
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Ćwiczenie 1 

A — wypadł orzeł 

B — rzucono monetą niesymet- 
ryczną 

B' — rzucono monetą symetrycz- 
ną 

P(A) = P(B). P(A|B)+ 


AE ')- P(A|B') = -i+ 
E A ZZ KOR 

m 2.1120 
Ćwiczenie 2 


a) A — wylosowano kulę białą 
Bı — wylosowano kulę z pierw- 
szej urny 

Bo — wylosowano kulę z drugiej 
urny 


P(A) RENE FU 


+ P(B2) : P(A|B2) = 
SES Y A 5 


ST a YA 14 

b) A — wylosowano kulę czarną 
Bı — wylosowano kulę z pierw- 
szej urny 

Bo — wylosowano kulę z drugiej 
urny 

B3 — wylosowano kulę z trzeciej 
urny 


P(A) = P(B4) : P(A|B1)+ 
+ P(Bo) : P(A|Bo) + 

+P(B3) : P(A|B3) = 

= 30 ł sm ) 808 60 


mmm 56 1. Rachunek prawdopodobieństwa 


Przykład 2 

W urnie U; znajduje się 6 kul białych i 10 zielonych, a w urnie U — 12 kul 
białych i 4 zielone. Rzucamy dwukrotnie monetą. Jeśli wypadną dwa orły, 
to losujemy kulę z urny U, w przeciwnym wypadku — z urny U3. Oblicz 
prawdopodobieństwo wylosowania kuli zielonej. 


Rozpatrzmy zdarzenia: 

A — wylosowana kula jest zielona, 

B — wypadły dwa orły. 

Zauważmy, że P(A|B) = £, P(A|B') = $, P(B) = 54, P(B') = 4. 
Korzystamy ze wzoru na prawdopodobieństwo całkowite: 


P(A) = P(B) - P(A|B) + P(B’) - P(A|B') 
Zatem: 
—_1 10,3 4 _ 10, 12 č 2 11 
P(A) 16 4 16 64 ' 64 64 32 
Ćwiczenie 1 


Wśród 10 monet są 3 monety niesymetryczne, na których orzeł wypada z praw- 


dopodobieństwem = a pozostałe monety są symetryczne. Oblicz prawdopo- 


dobieństwo tego, że w rzucie losowo wybraną monetą wypadnie orzeł. 


Ćwiczenie 2 

a) W pierwszej urnie są 3 kule białe i 4 czarne, a w drugiej — 2 kule białe 
i 5 czarnych. Wybieramy losowo urnę, a z niej jedną kulę. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo wylosowania kuli białej. 


b) W pierwszej urnie jest 6 kul białych i 4 czarne, w drugiej — po 8 kul białych 
i czarnych, a w trzeciej — 5 kul białych i 3 czarne. Wybieramy losowo urnę, 
a z niej jedną kulę. Oblicz prawdopodobieństwo wylosowania kuli czarnej. 


Ćwiczenie 3 

a) Fabryka kupuje 40% potrzebnych części od kooperanta A, 35% — od ko- 
operanta B i 25% — od kooperanta C. Wady ma 1% części dostarczonych 
przez kooperanta A, 2% — dostarczonych przez kooperanta B i 4% — dostar- 
czonych przez kooperanta C. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wybrana 
losowo część jest wadliwa. 


b) Wydawnictwo wydrukowało 60% nakładu pewnej książki w drukarni I, 
30% — w drukarni II, a pozostałe 10% — w drukarni III. Egzemplarze wa- 
dliwe stanowią odpowiednio 0,3%, 0,4%, 1% książek wydrukowanych w wy- 
mienionych drukarniach. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrana 
książka nie jest wadliwa. 


Ćwiczenie 3 

a) A — wybrana część jest wadliwa 

Bı — wybrana część pochodzi od kooperanta A 

Bo — wybrana część pochodzi od kooperanta B 

B3 — wybrana część pochodzi od kooperanta C 

P(A) = P(B1) - P(A|B1) + P(B2) PA Pay P(Bs) - P(A|B3) = 
= 0,4 - 0,01 + 0,35 : 0,02 + 0,25 - 0,04 = 0,021 

b) A — wybrana książka jest wadliwa 

Bı — książka z drukarni I, B2 — książka z drukarni II, B3 — książka z drukarni III 
P(A) = P(B1) - P(A|B1) + P(B2) - P(A|B2) + P(Bs) - P(A| SJ= 
= 0,6 - 0,003 + 0,3 - 0,004 + 0,1 - 0,01 = 0,004 

P(A') = 1 — P(A) = 0,996 


Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


1. Brygady Bı, Bə i B produkują deski do prasowania. Wśród desek wypro- 1. A= wybrana deska jest wadli- 


dukowanych przez brygadę Bı jest 6% wadliwych, a wśród wyprodukowa- 
nych przez brygady Bə i B3 — po 3% wadliwych. Połowa desek znajdują- 
cych się w magazynie została wytworzona przez brygadę B3, a pozostałe 
(w tej samej liczbie) przez brygady Bı i B2. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że deska wybrana losowo z magazynu jest wadliwa. 


Mamy 10 urn. Do czterech wrzucono po 4 kule białe, 4 czarne i 1 niebie- 
skiej, a do sześciu pozostałych — po 2 kule białe, 3 czarne i 4 niebieskie. 
Z losowo wybranej urny losujemy jednocześnie dwie kule. Oblicz prawdo- 
podobieństwo wylosowania kul różnych kolorów. 


Maszyny Mı, Mə, Mz i M4 produkują żarówki. Maszyny Mı, Mə i M3 
wyprodukowały taką samą liczbę żarówek, a maszyna My — dwa razy więcej 
niż każda z pozostałych. Maszyny M; i M» produkują po 2% wadliwych 
żarówek, a maszyny M i My — po 4%. Wszystkie wytworzone żarówki 
znajdują się w magazynie. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że żarówka 


wybrana losowo z magazynu jest wadliwa. 
L 20% 


Grupa uczniów klas czwartych ma przystąpić 
do egzaminu maturalnego z języka niemiec- 
kiego. Na diagramie kołowym przedstawiono 
procentowy udział w tej grupie uczniów 
z każdej klasy. Uczniom przed egzaminem za- 
dano pytanie: „Czy czujesz się dobrze przy- 
gotowany do egzaminu?”. Na diagramie słup- 
kowym przedstawiono procentowy rozkład 
odpowiedzi twierdzących. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo tego, że losowo wybrany uczeń 
odpowiedział na pytanie twierdząco. 


40% 


IVa IVb IVc IVa 


W pierwszej szkatułce jest 10 monet złotych i 5 srebrnych, a w drugiej — 
5 monet złotych i 10 srebrnych. Możemy losować trzema sposobami: 

„ losujemy po jednej monecie z każdej szkatułki, 

„ przekładamy monety do jednej szkatułki i losujemy z niej dwie monety, 
e losowo wybieramy szkatułkę, a z niej losujemy dwie monety. 

Przy którym sposobie losowania prawdopodobieństwo wylosowania dwóch 
złotych monet jest największe? 


3. A — wybrana żarówka jest wadliwa 


P(A) = P(M,)-P(A|M,)+P(M2):P(A|M2)+P(M3)-P(A|Ms)+P(M,)-P(A|M4) = 
= 0,2: 0,02 + 0,2 - 0,02 + 0,2 - 0,04 + 0,4 - 0,04 = 0,032 

. A — wybrany uczeń odpowiedział na pytanie twierdząco 

P(A) = 0,2 - 0,4 + 0,1 - 1 + 0,3 - 0,2 + 0,4 - 0,8 = 0,56 


I M S 8, z Ki 
LIL 2: 15: q4 3:15 14 — 42 0,26 


Trzeci sposób jest najlepszy. 


wa 
P(A) = P(B.) : P(A|B1)+ 
+P(B2) - P(A|B2)+ 
+P(Bs)- P(A|B3) = 

= z ona mta = = 5 


. A — wybrano kule różnych 


kolorów 

A' — wybrano kule tych 
samych kolorów 

Bı — kule z urn I typu 
Bə — kule z urn II typu 
P(A’) = 
+ P(Bo) . P(A'|Ba = 
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1.6,5,4 JĘ ang ml n=2 Z 
T 6'2 ná nts ni2 


n(n-1)(n-2) l 
(n+4)(n+3)(n-+2) 14 


13n? — 51n? + 2n — 24 = 0 
m= A 


8. W jednej urnie są 2 losy wy- 
grywające, w drugiej urnie — 
98 losów przegrywających. 
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10. 


6. 


10. 


W pewnej grupie, liczącej m dziewcząt i n chłopców, 25% dziewcząt i 60% 
chłopców interesuje się hokejem. Prawdopodobieństwo tego, że losowo wy- 
brana osoba z tej grupy interesuje się hokejem, wynosi 3 Oblicz stosunek 
liczby dziewcząt do liczby chłopców w tej grupie. 


W pierwszej urnie jest 6 kul białych i 2 czarne, a w drugiej jest n kul 
białych i 4 czarne. Z losowo wybranej urny losujemy jednocześnie trzy 
kule. Oblicz n, jeśli wiadomo, że prawdopodobieństwo wyciągnięcia trzech 
białych kul jest równe Š. 


Na loterii jest 100 losów, w tym 2 losy wygrywające. Wszystkie losy po- 
dzielono na dwie części i wrzucono do dwóch urn, przy czym do każdej 
urny trafiły co najmniej dwa losy. Wybieramy losowo urnę i wyciągamy 
z niej jeden los. Przy jakim rozmieszczeniu losów prawdopodobieństwo 
wyciągnięcia losu wygrywającego jest największe? 

W pewnym mieście są cztery salony fryzjer- Procent osób, które 

skie. Z usług salonu S$; korzysta i mieszkańców, PAD 
z usług salonu S, — 5, z usług salonu S$; — z, 
a z usług S4 — J Każda z tych osób odwiedza 


tylko jeden wybrany salon. Pozostali mieszkań- 
cy nie korzystają z usług tych salonów. Miesz- 
kańcom zadano pytanie: „Czy jesteś zadowolo- 
ny z usług swojego fryzjera?”. Wyniki ankiety 
przedstawiono na diagramie. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo 
wybrany mieszkaniec tego miasta korzysta z usług salonu fryzjerskiego 
i jest z niego zadowolony. 


0% 20% 40% 60% 80% 


Zbiór zadań z matematyki jest podzielony na 6 rozdziałów. Na diagra- 
mie A przedstawiono liczbę zadań w poszczególnych rozdziałach, a na 
diagramie B — liczbę zadań w poszczególnych rozdziałach, które należy 
rozwiązać, korzystając z kalkulatora. Rzucamy kostką i wybieramy roz- 
dział, którego numer jest równy liczbie wyrzuconych oczek, a następnie 
losujemy jedno zadanie z tego rozdziału. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
że wylosowane zadanie należy rozwiązać bez użycia kalkulatora. 


Diagram A Diagram B 

500 

300 

AAH 

I II II IV V VI I II Mm IV V VI 

= ŻA AE aa AMOR E) 
1,75m + 4,2n = 3m + 3n 
25m = 12n 

m 1,2 24 


wm E 26 


. A — mieszkaniec zadowolony z usług zakładu fryzjerskiego 


BAZTOZE 04AR> 0847054052 


A — wylosowano zadanie do rozwiązywania z kalkulatorem 
Pd=1.3041.,©0 1, 66 1. 20 1,60 1, 16 
6 300 " 6 roo ' 6 200 ' 6 600 ' 6 ' 400 ' 6 300 
0 BOB a a= u, e a l 
6 NB "5 z "z tz " 6 420 1260 
= — G 
P(A) = 1- P(A) = 355 


*1.12. Wzór Bayesa Uczeń: 


— stosuje wzór Bayesa do obli- 
czania prawdopodobieństwa 
przyczyny, 

— udowadnia wzór Bayesa. 


Wzór Bayesa 


Niech Q będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
zdarzenia Bı, Bą,..., Bn spełniają następujące warunki: 
= zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (Bı U B2 U... U Bn = Q), 
= prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 
u zdarzenia te parami się wykluczają, 
to dla dowolnego zdarzenia A C Q o dodatnim prawdopodobieństwie praw- 
dziwy jest wzór: 
P(B,A) = = P(Bz):P(A|BĘ) 
(B,):P(A|B;)+ P(Bo):P(A|Bo)+-...+ P(B,):P(A|B,) 


Uwaga. Powyższy wzór jest też nazywany wzorem na prawdopodobieństwo przyczyny. 


[D] Ćwiczenie 1 
Udowodnij wzór Bayesa (skorzystaj ze wzoru na prawdopodobieństwo całko- 
wite). 


Przykład 1 

W pierwszej urnie są 3 kule białe i 2 kule czarne, a w drugiej urnie — 4 kule 
białe i 1 kula czarna. Wybieramy losowo urnę, a z niej jedną kulę. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny, 
jeśli wiadomo, że jest to kula biała. 


Niech B; oznacza zdarzenie polegające na wybraniu pierwszej urny, a Bə — na 
wybraniu drugiej urny. Zauważmy, że P(B,) = P(B>) = 3. 
Niech A oznacza zdarzenie polegające na wylosowaniu kuli białej. 


Wówczas P(4A|B,) = ł i P(A|B;) = $. 


Prawdopodobieństwo tego, że wylosowana biała kula pochodzi z pierwszej 
urny, jest równe: 


= P(B+):P(A|B1) RE. 
P(B,|4) P(B1)-P(A|B;)+P(Bo)-P(A|Bo) EEE 


Ćwiczenie 2 

W pierwszej urnie jest 1 kula biała i 3 kule czarne. W drugiej urnie są 2 kule 
białe i 4 kule czarne. Z losowo wybranej urny wyjęto jedną kulę. Oblicz praw- 
dopodobieństwo tego, że wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny, jeśli 
wiadomo, że jest ona: a) czarna, b) biała. 


Ćwiczenie 1 
P(B |A) - P(ANBy) T P(Bz)-P(A|By) — P(B;)-P(A|B;y) 

k P(A) P(A) P(B1):P(A|B1)+P(B2):P(A|B2)+...+P(Bn):-P(A|Bn) 
Ćwiczenie 2 


Bı — wybrano pierwszą urnę 
Bo — wybrano drugą urnę 


a) A — wylosowano kulę czarną 


= P(B1)-P(A|B;) - GB g 
P(Bi|A) = 55yP(AIB,)+P(B>)P(AIBS) — łęg 3 = W 
b) A — wylosowano kulę białą dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.12 
il al 
P(B.|4) = 1 = 2 =; 
SALE AL T 
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Ćwiczenie 3 

Bı — wybrano pierwszą urnę 
B2 — wybrano drugą urnę 

a) A — wylosowano kulę zieloną 


P(B»|A) = 
P(B2):P(A|B2) 


= P(B1)-P(A|B1)+P(B2)-P(A|B2) 


3.6 

ao l 6 
PECET T 
a gti o 


b) A — wylosowano kulę 

niebieską 

POBJAJ=— a 
4 9 
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Ćwiczenie 3 

W I urnie są 2 kule zielone i 4 kule niebieskie. W II urnie jest 6 kul zielonych 
i 3 kule niebieskie. Rzucamy dwukrotnie monetą. Jeśli wypadną dwa orły, to 
losujemy kulę z I urny. W pozostałych przypadkach losujemy kulę z II urny. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosowana kula pochodzi z II urny, jeśli 
wiadomo, że jest to kula: a) zielona, b) niebieska. 


Przykład 2 

W sakwie znajduje się 20 monet: 

e 6 pierwszego rodzaju — mających po obu stronach orła, 

e 4 drugiego rodzaju — mających po obu stronach reszkę, 

e 10 trzeciego rodzaju (typowych) — mających po jednej stronie orła, a po 
drugiej reszkę. 

Wykonano dwa rzuty monetą losowo wybraną z sakwy i otrzymano dwa orły. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że rzucano monetą typową. 


Wprowadźmy oznaczenia zdarzeń: 
A — wyrzucono dwa orły, 


Bı — wylosowano monetę pierwszego rodzaju, P(B;) 


B, — wylosowano monetę drugiego rodzaju, P(B2) = 5, 
B, — wylosowano monetę trzeciego rodzaju, P(B3) = #. 
Zauważmy, że P(4|B,) = 1, P(A|B) = 0, P(A|B;) = 4. 


Korzystamy ze wzoru Bayesa i otrzymujemy: 
P(B3): P(A|B3) 


P(B;|A) = = 
(Bs|A) P(B,).P(A|B,) + P(B2): P(A|B2) + P(B3): P(A|B3) 
= 24 10.1 = py S 
20: 1+20:0+20:4 tæ 1 


Prawdopodobieństwo tego, że rzucano monetą typową, jest równe p: 


Ćwiczenie 4 
Wybrano jedną z trzech kostek, których siatki przedstawiono poniżej. 


Rzucono tą kostką dwukrotnie i otrzymano dwie szóstki. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że była to kostka: a) I, b) II, c) HI. 


Ćwiczenie 4 

A — wyrzucono dwie szóstki 
Bı — rzucono kostką I 

Ba — rzucono kostką II 

Bs — rzucono kostką III 


2 P(B1):P(A]B1) 5 sz. =. 
a) P(Bi|A) = PTB, PCATB,)TP(B») P(A|B2)TP(BSYP(AIBS) — Pop Prł Bip gg 21 
z P(Ba)- P(A|B») e. 
b) P(B2|A) = S PABP) PAB) PO) PAJB) 
= 3-6:6 a 
oDoOLTOO 2 ie a 21 
868168 (4 683 G G 
e P(B3)-P(A|B3) = 
c) P(Bs|A) = P7B,)-P(AIB1)7 P(B2) -P(A|Bz)7 P(B;) PUB) 


4 
E — 16 
zmaga 21 
GS E 6 


Zadania 


W szkatułce znajduje się 20 monet, z których 15 to monety typowe (mają 
orła i reszkę), a pozostałe mają po obu stronach reszki. Rzucono trzykrot- 
nie losowo wybraną monetą i otrzymano trzy reszki. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że rzucono monetą typową. 


Z dwóch kostek jedna jest symetryczna, a dla drugiej prawdopodobień- 


stwo otrzymania szóstki jest równe L Rzucono dwukrotnie losowo wy- 
braną kostką i wypadły dwie szóstki. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 


rzucono kostką niesymetryczną. 


Mamy dwie symetryczne kostki. Jedna jest klasyczna (z liczbami oczek 
1, 2, 3, 4, 5, 6), natomiast na ściankach drugiej są następujące liczby 
oczek: 1, 3, 5, 5, 6, 6. Rzucamy dwukrotnie wybraną losowo kostką. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że rzucono klasyczną kostką, jeśli suma wyrzu- 
conych oczek była równa: a) 4, b) 11. 


Statystycznie wśród 10000 mężczyzn jest 500 daltonistów, a wśród 10000 
kobiet jest 50 daltonistek. Z grupy 100 mężczyzn i 400 kobiet wybieramy 
losowo jedną osobę. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wybrana osoba 
jest kobietą, jeśli ma problemy z rozpoznawaniem kolorów. 


W tabeli obok zebrano dane dotyczące 


y ; » Znak zodiaku IVa IVb IVc 
znaków zodiaku uczniów w trzech trzy- 


dziestoosobowych klasach czwartych. Baran 4 4 2 
Rzucamy monetą: jeśli wypadnie orzeł, Byk 3 2 3 
to losujemy osobę z klasy IVa, jeśli wy- ika 1 6 0 
padnie reszka, to rzucamy ponownie. 

Jeśli w drugim rzucie wypadnie orzeł, Rak 2 1 5 
to losujemy osobę z klasy IVb, a jeśli Lew 3 2 4 
reszka — z IVc. Baa 5 0 2 
a) Oblicz prawdopodobieństwo tego, Wag 1 3 4 
że wylosowana osoba jest spod znaku - 

Bliźniąt. Sikompiem 1 3 > 
b) Stosując opisaną wyżej procedurę, Strzelec 1 2 0 
wylosowaliśmy osobę, której znakiem Koziorożec 4 3 2 
zodiaku jest Wodnik. Oblicz prawdo- Wodnik 3 1 2 
podobieństwo tego, że jest to uczeń kla- ne F A F 


sy IVa. 


5. Bı — wylosowano osobę z klasy IVa 


Bə — wylosowano osobę z klasy IVb 

B3 — wylosowano osobę z klasy IVc 

P(B+) = 4, P(B2) = P(B3)=3:3=4 

a) A — wylosowano osobę spod znaku Bliźniąt 


P(A|Bi) = $, P(A|B2) = $ = +, P(A|B:) = = 0 


P(A) = P(B+)-P(A|B+)+P(B2)-P(A|B>)+P(B3).P(A|B3) = 3*35+4:572'0 = I 
b) B — wybrana osoba jest spod znaku Wodnika 
e P(B+).P(B|By) a 2-36 £ 
P(B:|B) = 55 PBDFP PBDE) 7 Riki Z 
>0_2 
9 3 
120 


Odpowiedzi do zadań 


1. A — wyrzucono 3 reszki 


Bı — wybrano monetę 

typową 

Bo — wybrano monetę 

nietypową 

P(B,|A) = 
P(B.)-P(A|B1) 


= P(81)-P(A|B+)FP(B2)-P(A|Bz) 


15 (153 
„AJ m 
LORE ZUW 


. Bı — rzucono kostką niesyme- 


tryczną 

Bə — rzucono kostką syme- 
tryczną 

A — wypadły dwie szóstki 


P(B) = 5, P(Ba) = 3 
P(A|B1) = (5) 
P(A|Bz) = (1)? 
sb ań 
BOU maa 
22512 36 
>>> 5 


- Bı — rzucano klasyczną 


kostką 

Bə — rzucano nietypową 
kostką 

a) A — wyrzucono sumę oczek 


P(B;|4) = 
P(B1):P(A|B1) 


= P(81)-P(A|B+)FP(B2)-P(A|Bz) — 


TIS 
E 2 36 == 3 
236+ 6 
b) A — wyrzucono sumę oczek 
równą 11 
B, = B: = £(5,6), (6,5)) 
P(B;|4) = 
P(B1):P(A|B1) 


5 


— P(81):P(A|B+)FP(B2)-P(A|Bz) — 


Ad 2 

2:36 s | 
[2 S 
2'3612'36 


EJ 


. Bı — wybrana osoba jest męż- 


czyzną 

B2 — wybrana osoba jest ko- 
bietą 

A — wybrana osoba jest dalto- 
nistą 


— 66 11 
P(B) = 100+400 5 
400 4 
P(B) = 100+400 `~ 5 
P(A| Bi) = OGG m D 
o 1 
P(A|Bz) = 10000 — 200 
4, i 
P(B2|A) S Ge: eeg 
52015 200 
- 9 
-— MOŻ y 
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Uczeń: 

— ilustruje doświadczenie wielo- 
etapowe za pomocą drzewa, 

— oblicza prawdopodobieństwa 
zdarzeń w doświadczeniu 
wieloetapowym. 


Ćwiczenie 1 
A — bilet otrzyma dziewczyna 


30.614 8 8 
P(A)= 6-30 +6" 30 7 45 


Multiteka 


e Drzewo prawdopodobieństwa 
dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.13 


G 


Generator 


testów i sprawdzianów 
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*1.13. Doświadczenia wieloetapowe 


Przykład 1 

W klasie IVa jest 15 chłopców i 15 dziewcząt, w klasie IVb jest 9 chłopców 
i 21 dziewcząt. Rzucamy kostką: jeśli wypadnie szóstka, to losujemy jedną 
osobę z klasy IVa, w przeciwnym razie losujemy jedną osobę z klasy IVb. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosowaną osobą będzie dziewczyna. 


Przedstawiamy na drzewie ilustrację tego doświadczenia. 


rzut kostką 


6 6 
W klasie IVa jest 6 1, 2, 3, 4,5 W klasie IVb jest 
, 15 9 21 ; 
15 chłopców 30 30 30 30 9 chłopców 
i 15 dziewcząt. i 21 dziewcząt. 
ch dz ch dz 


Zdarzeniu A polegającemu na wylosowaniu dziewczyny sprzyja wyrzucenie 
6 oczek i wylosowanie dziewczyny z klasy IVa oraz wyrzucenie liczby oczek 
mniejszej od 6 i wylosowanie dziewczyny z klasy IVb. Zatem: 
1 i5 a_i 73 
P(A) 6 30 6 30 12 + 12 3 
W rozwiązaniu wykorzystujemy wzór na prawdopodobieństwo całkowite. Ilu- 


strację przebiegu doświadczenia przedstawiamy za pomocą drzewa. 


Ćwiczenie 1 

Jedna z osób uczących się w klasie IVa lub IVb ma otrzymać darmowy bilet do 
cyrku. W klasie IVa jest 20 chłopców i 10 dziewcząt, w klasie IVb — 12 chłop- 
ców i 18 dziewcząt. Rzucamy kostką: jeśli wypadnie 1 lub 2, to losowo wybiera 
się osobę z klasy IVa, jeśli 3, 4, 5 lub 6 — z IVb. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że bilet otrzyma dziewczyna. 


Przykład 2 
Na loterii jest 20 losów, w tym 4 wygrywające (oznaczone literą w) i 2 upraw- 
niające do dalszego losowania (oznaczone literą d). Pozostałe losy są prze- 


grywające (oznaczone literą p). Za- dA > A 
kupiono jeden los. Oblicz prawdopo- FAZA 


dobieństwo wygranej. p w o, d : 
Na drzewie przedstawiamy ilustrację możliwych PACC 
wyników. Niech A oznacza zdarzenie polegające 
na kupieniu losu wygrywającego. Wówczas: p h 14 d 
18 4 
PA) =p ap" le Fa die a> ACH 
p w 


Ćwiczenie 2 

Wśród 20 losów loterii fantowej są 4 losy uprawniające do odebrania jednej 
z nagród (jest 1 nagroda główna i są 3 nagrody pocieszenia) oraz 2 losy upraw- 
niające do dalszego losowania. Oblicz prawdopodobieństwo wygrania nagrody 
pocieszenia, jeśli kupimy 1 los. 


Przykład 3 

Wśród 30 uczestników wycieczki do Szczecina jest 12 uczniów i 18 studentów. 
Biuro turystyczne postanowiło zwrócić połowę kosztów wycieczki dwóm lo- 
sowo wybranym osobom. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że zwrot połowy 
kosztów otrzyma przynajmniej jeden uczeń. 


Przebieg losowania ilustrujemy za pomocą drzewa. 


12 18 . . 
"oo Sa pierwszą osobę. 


u S 
11 18 12 17 


29 29 29 29 Losujemy drugą osobę. 


u S u S 


Niech zdarzenie A oznacza, że wśród wylosowanych dwóch osób jest przynaj- 
mniej jeden uczeń. Rozpatrzmy zdarzenie A' — wśród wylosowanych nie ma 
ni jedn cznia: 
ERE P(A)= 18.17 — 51 
30 29 145 
Zatem: 


= za n1 51 94 
P(A)=1-P(A)=1L | ara 0,65 
Ćwiczenie 3 
W pewnej firmie pracuje 36 mężczyzn i 12 kobiet. W ramach nagrody posta- 
nowiono ufundować wycieczkę do Swinoujścia trzem losowo wybranym oso- 
bom. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wycieczkę wygra co najmniej jedna 
kobieta. 


Zadania 


1. W urnie są 3 kule białe, 4 czarne i 5 zielonych. Losujemy bez zwracania 
3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: 


a) nie będzie kuli czarnej, b) będzie kula czarna lub zielona. 


2. Z urny zawierającej 6 kul białych, 3 czarne i 5 niebieskich losujemy bez 
zwracania jedną kulę. Następnie dokładamy do urny dwie kule w kolorze 
wylosowanej kuli i ponownie losujemy jedną kulę. Oblicz prawdopodobień- 
stwo tego, że kula wylosowana za drugim razem będzie niebieska. 


Odpowiedzi do zadań 
1. I sposób 


a) P(A) = T í = å > = 5 


b) P(B) = 1- P(B) =1 OS 
II sposób 

D 12 

(6% == () = 240 


a) A= () = 56, P(4) = # 


b) B = 1, P(B)=1 
2. A — za drugim razem wylosowano niebieską kulę 
P(A) - 8 5 ' 35,8 ) 5 b 5 


14 15 14 15 14 15 14 


P(B)=l1 > = >> 


Ćwiczenie 2 
A — wygranie nagrody pocie- 
szenia 
L 3. 
20 2. 20 
20 
G D P 
AL 3 
19/1 19 
19 
G D P 
AL 3 
18 18 
G P 
3 203 
P(A) = 20 + 20 $ TK Wr 
Ló 1 8. isc 1 
20 19 18 10-19-6 6 
Cwiczenie 3 
12 36 
48 48 
k m 
11 36 12 35 
47 47 47 47 
k m k m 
12 34 
46 46 
k m 


A — wycieczkę wygra co najmniej 
jedna kobieta 

A' — ani jedna kobieta nie wygra 
wycieczki 

P(A)=1-P(A) = 


sh 36,35 34 _ 
l- 48 4 46 —1 


1785 SE 
4324 


2539 
4324 
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3. A — biletu nie otrzyma ani je- 3. 


den chłopiec 


(ORA A 
+1 = 24 X 0,6925 
. A — wylosowane kule są tego 4. 


samego koloru 


P(A)=2.38+1.7= 13 


27 


. A = {(5, 6), (6,5), (6, 6)} 5, 


P(A) = 0,2 - 0,1 + 0,1 - 0,3 + 
+0,1 - 0,1 = 0,06 


n = 10, czyli kul czarnych jest 


10-3 =7. 7. 
e a | e a A 4 

e TE n mel if 
neN,n>4 


14(n — 4) = n(n — 1) 


n? — 15n +56=0 8. 


(n- 1)(n-8)=0 
n=f7Tlubn=8 
W urnie są 3 lub 4 kule białe. 


W pewnej klasie jest 10 chłopców i 20 dziewcząt. Liczba biletów do kina, 
które będą rozlosowane w tej klasie, jest równa liczbie orłów otrzymanych 
w rzucie dwiema monetami. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że biletu 
nie otrzyma żaden chłopiec. 


Z urny, w której jest dwa razy więcej kul białych niż czarnych, losujemy 
kulę i przekładamy ją do drugiej urny, w której są 2 kule białe i 6 kul czar- 
nych. Następnie losujemy kulę z drugiej urny. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że obie wylosowane kule będą tego samego koloru. 


Poddane testowi kostki A i B okazały się niesymetryczne. Na diagramach 
kołowych przedstawiono rezultaty testu (w procentach podano częstość po- 
jawiania się poszczególnych wyników). Oblicz prawdopodobieństwo otrzy- 
mania sumy oczek większej od 10, jeśli rzucamy jednocześnie kostką A 
i kostką B. 

10% 


10% 10%. 


15% 


20% 
30% 


kostka A kostka B 


20% — 


15% 
W urnie jest n kul, w tym 3 białe, a pozostałe są czarne. Losujemy kolejno 
2 kule bez zwracania. Prawdopodobieństwo tego, że obie wylosowane kule 


1 


są białe, jest równe -5. 


Ile kul czarnych jest w urnie? 


W urnie jest n kul, w tym 4 czarne, a pozostałe są białe. Losujemy ko- 
lejno 2 kule bez zwracania. Prawdopodobieństwo tego, że wylosujemy kule 
różnego koloru, jest równe ź. Ile kul białych jest w urnie? 


Z urny, w której jest 1 kula czarna i pewna liczba kul białych, losujemy 
2 kule bez zwracania. Ile kul białych jest w urnie, jeśli prawdopodobieństwo 
wylosowania dwóch kul białych jest równe 3? 


. n — liczba kul białych 9. Spośród liczb 1,2,3,...,99 losujemy jedną liczbę, a następnie z pozosta- 
n>l łych — drugą. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 
w e =3 A — za pierwszym razem wylosowano liczbę parzystą, 
= 3 B — za drugim razem wylosowano liczbę parzystą, 
3n — 3 =2n+2 C — obie wylosowane liczby są parzyste, 
n=5 D — suma wylosowanych liczb jest równa 100. 

9. P(A)=$ 
P(B) = 5 ` 58 + 39` 58 = 55 
P(C) = 2 Ś a = Š 
D = {(1,99), (2,98), . . . , (49, 51), (51, 49), . . . , (99, 1)} 
P(D) = siłę = 
Komentarz 


Bez wykonywania obliczeń można zauważyć, że P(B) = P(A). 
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10. W magazynie zainstalowano trzy czujniki, z których każdy niezależnie od 
pozostałych może uruchomić alarm w wypadku pożaru. Prawdopodobień- 
stwo wykrycia pożaru przez pojedynczy czujnik jest równe 0,6. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że w wypadku pożaru alarm zostanie urucho- 
miony. 


11. a) Pewien szczur wpuszczony do labiryn- p p 
tu na rozwidleniu dróg dwa razy częściej 
skręca w lewo niż w prawo. Oblicz prawdo- 
podobieństwo tego, że szczur dotrze do po- 
karmu (oznaczonego na rysunku literą p). 


b) Inny szczur wpuszczony do tego same- 
go labiryntu na rozwidleniu dróg skręca 
w prawo w r% przypadków. Oblicz z, je- 
Śli prawdopodobieństwo tego, że szczur do- „M 
9 wejscie 


trze do pokarmu, jest równe jg- 


12. W urnie znajdują się kule zielone i białe — razem 9 kul. Losujemy dwu- 
krotnie po jednej kuli bez zwracania. Ile jest kul białych, jeśli prawdopo- 
dobieństwo wylosowania dwóch kul tego samego koloru jest równe praw- 
dopodobieństwu wylosowania dwóch kul o różnych kolorach? 


13. Z urny, w której są 3 kule białe i n kul czarnych (n > 0), losujemy 2 kule. 
Ile może być kul w urnie, jeśli prawdopodobieństwo wylosowania przynaj- 
mniej jednej kuli białej jest większe od 0,5? 


14. Wśród n losów na loterii jest 6 losów wygrywających. Dla jakich wartości n 
prawdopodobieństwo tego, że: 
a) zakupione dwa losy będą wygrywające, jest większe od E, 
b) wśród zakupionych dwóch losów przynajmniej jeden wygrywa, jest 
większe od 3? 


15. Na loterii jest 50 losów, w tym 15 wygrywających. Nagrody to: jedna w wy- 
sokości 100 zł, cztery po 10 zł i dziesięć po 5 zł. Jeden los kosztuje 5 zł. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wygrana będzie nie mniejsza od po- 
niesionych kosztów, jeśli kupimy: 


a) jeden los, b) dwa losy. 


Na loterii jest n losów, z których jeden wygrywa. Wykaż, że jeśli dorzu- 
cimy do puli los, którego wyciągnięcie pozwala na powtórne losowanie, to 
prawdopodobieństwo wygranej przy zakupie jednego losu się nie zmieni. 


D]16. 


11. A — szczur dotrze do pokarmu 
a) Prawdopodobieństwo skrętu w lewo jest równe 3, a w prawo 3. 
PA= pll 


b) Prawdopodobieństwo skrętu w prawo jest równe ņī5p, a w lewo e7. 


s 3 2 s 2 
P(A) = 106 ' Ra * 166 1 5 = eu ; (r H To) z (rm) 


(5) = $, czyli z = 75 


16. A — wylosowaliśmy los wygrywający 
Na loterii jest n losów, z których tylko jeden wygrywa, stąd P(A) = L, Dorzucamy 
do puli los, którego wyciągnięcie pozwala na powtórne losowanie, wówczas: 


n+l 


M 1 . 2 
AAT + nmFD = nT = a» CO należało wykazać. 


10. 


12. 


13. 


14. 


15. 


A — zadziała co najmniej 
jeden czujnik 
A — nie zadziała ani jeden 
czujnik 
BVNRTOZĘAJE 
=1-04-0,4- 0,4 = 
= 1 — 0,064 = 0,936 
n — liczba kul białych, gdzie 
meln2 6 
Para ze 
— (©  ©=Q 4 B=, ie 

Do e o R 
n? — 9n+18=0 
n=3lubn=ó6 
n + 3 — liczba kul w urnie, 
gdzie neN,n>0 
A — wylosowano przynajmniej 
jedną kulę białą 
A' — wylosowano same kule 
czarne 


n n= 

=l n+3 n+2 > 
n nl 1 

n+3 5 n+2 < F 


n-Tn=6<0,nEN+ 
n€f1,2,3,...,7) 

W urnie może być 4, 5, 6, 7, 
8, 9 lub 10 kul. 
neN,n>6 
SR 

nmn- 150<0 


WE (=, rfi | SHE 


n ENin > 6, czyli 

n € {6,7,8,...,12} 

b) B — przynajmniej 
jeden los wygrywa 

B' — oba losy przegrywają 


PAST P(B') = 
-1-5 i> 
0=6 ei 2 


n? — 37n + 126 < 0 
(5 : ar) 
a oaęż 


n 
oraz n € N i n È 6, czyli 
n € {6,7,8,...,33} 


a) 5 b) $ 
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Rzut monetą 


Rzut monetą to jeden z najbardziej znanych sposobów losowego 
podejmowania decyzji. Wykorzystuje się go w niektórych dyscyplinach 
sportu, na przykład aby rozstrzygnąć, która drużyna rozpocznie mecz. 


Sprawiedliwa decyzja 


Nawet jeśli podejrzewamy, że moneta nie jest symetryczna 
(prawdopodobieństwo wyrzucenia orła jest równe p, 
prawdopodobieństwo wyrzucenia reszki jest równe q oraz p + q), 
możemy za jej pomocą podjąć sprawiedliwą decyzję. 

Należy wykonać dwa rzuty monetą. 
Dalsze postępowanie zależy od 
wyniku rzutów zgodnie 

ze schematem: 


Wykonujemy 
dwa rzuty 
monetą 


powtarzamy wybieramy wybieramy powtarzamy 
oba rzuty reszkę orła oba rzuty 


Nawet gdy moneta nie jest symetryczna, otrzymanie par orzeł--reszka oraz reszka-orzeł jest 
jednakowo prawdopodobne. Prawdopodobieństwo każdego z tych zdarzeń jest równe pq. 


Rzut powinien być wykonany w taki 
sposób, aby moneta podczas lotu 
kilka razy się obróciła. Następnie, 

t 


w zależności od zwyczaju, monetę 
można złapać w locie lub pozwolić 
jej upaść na ziemię. 


Fi i f Persen TS E 
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*1.14. Schemat Bernoulliego 3. 


— oblicza prawdopodobieństwo 
sukcesu i porażki w poje- 
Schemat Bernoulliego polega na wielokrotnym powtórzeniu tego samego do- dynczej próbie Bernoulliego, 
— stosuje wzór Bernoulliego 
do obliczania prawdopo- 


dobieństwa k sukcesów 


świadczenia losowego mającego dwa możliwe wyniki o dodatnich prawdopodo- 
bieństwach. Każde powtórzenie doświadczenia nazywamy próbą Bernoulliego 


(lub krótko — próbą), jeden z wyników nazywamy sukcesem, drugi — porażką. w n próbach, 
Na przykład, jeśli próba polega na rzucie monetą, za sukces możemy przyjąć — wykorzystuje wzór Berno- 
wyrzucenie orła, a za porażkę — wyrzucenie reszki. Wymagamy, aby próby ulliego do obliczania praw- 


dopodobieństwa co najmniej 


były niezależne, to znaczy, by pojawienie się jakiegokolwiek wyniku w dowol- ACER 


nej próbie nie miało wpływu na wyniki w następnych próbach. 


Przykład 1 
Rzucamy trzy razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 6 oczek wy- 
padnie dokładnie dwa razy. 


Trzykrotny rzut kostką jest schematem 


Bernoulliego, w którym prawdopodobień- 5 6 

stwo sukcesu w pojedynczej próbie (wy- 

rzucenie szóstki — oznaczone literą s na > p 
rysunku obok) jest równe 5. Prawdopo- 5 6 5 a 


dobieństwo porażki w pojedynczej próbie 
(oznaczone literą p) jest równe Ž. Gałęzie N 
drzewa ilustrujące otrzymanie dokładnie / M A 5/ N6 
dwóch szóstek zaznaczono kolorem czer- / 
wonym. 
Prawdopodobieństwo otrzymania dokładnie dwóch szóstek jest równe: 
1,1,5.1,5,1,5,1,1 12,5 5 
6 6616667666 3:(6) "65% 
Oznaczmy przez S, liczbę sukcesów w n próbach Bernoulliego. Prawdziwy 
jest następujący wzór. 
Wzór Bernoulliego 


W schemacie n prób Bernoulliego prawdopodobieństwo otrzymania k suk- 
cesów wyraża się wzorem: 


MORO dia k =o 
gdzie p oznacza prawdopodobieństwo sukcesu, a q — prawdopodobieństwo 
porażki w pojedynczej próbie (q = 1 — p). 
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Ćwiczenie 1 
a) PB) =() -(3)*-( 
b) Ps(3) = ($))- (3) -( 
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Przykład 2 
Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania dwóch orłów w pięciokrotnym rzucie 
monetą. 


Pięciokrotny rzut monetą to schemat Bernoulliego, w którym prawdopodo- 
bieństwo sukcesu (wyrzucenie orła) w pojedynczej próbie p = L, a prawdo- 
podobieństwo porażki q = ż. Zatem prawdopodobieństwo otrzymania dwóch 


orłów w pięciokrotnym rzucie monetą jest równe: 
P2) = È). GF . (5 = t.d = Š = 0,3125 


2 21.3! 4 8 1 
Ćwiczenie 1 
Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania trzech orłów: 
a) w czterokrotnym rzucie monetą, 
b) w sześciokrotnym rzucie monetą. 


Przykład 3 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w czterech rzutach kostką szóstka wy- 
padnie co najmniej trzy razy. 


Za sukces przyjmujemy otrzymanie szóstki w rzucie kostką, a za porażkę — 
jakiejkolwiek innej liczby oczek. Prawdopodobieństwo sukcesu p = Ę a praw- 
5 


dopodobieństwo porażki q = ę. 


Prawdopodobieństwo otrzymania trzech szóstek jest równe: 
3 
PB) = ()- (8-6 = 4-8 = r 


3) 46 1296 
Prawdopodobieństwo otrzymania czterech szóstek jest równe: 
— (4 ij*./5)0,— 1 _ 1 
OE a rez 
Zatem prawdopodobieństwo otrzymania co najmniej trzech szóstek wynosi: 
P,(3) + Pa(4) = RE 


20 4 E — 
1296 1296 1296 432 


Ćwiczenie 2 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy pięciokrotnym rzucie kostką otrzy- 
mamy: a) co najmniej cztery szóstki, b) co najwyżej trzy jedynki. 


Czy wiesz, że... 

Jakob Bernoulli (1654—1705) był wybitnym szwajcarskim 
matematykiem. Jest uznawany za jednego z twórców ra- 
chunku prawdopodobieństwa. Podany w tym rozdziale fj 
wzór Bernoulliego jest jego autorstwa. 4 


Ćwiczenie 2 
a) Ps(4) + P;(5) = (3) i (3)”- (Ż) dr (5) i (2) j (2) = ra t TE = EE 


b) 1 — [Ps(4) + P;(5)] = 1- 35 = 38% 


Przykład 4 
Gramy z równorzędnym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo- 
dobne: wygranie dwóch partii z czterech czy trzech partii z sześciu? 


Zakładamy, że wyniki kolejnych partii są niezależne. Prawdopodobieństwo wy- 


granej w jednej partii p = E, a prawdopodobieństwo porażki q = ż. Zatem 


prawdopodobieństwo uzyskania 2 sukcesów w 4 próbach jest równe: 
2 2 
P,(2) = () G (6) = zr = 8 = 0.375 
Prawdopodobieństwo uzyskania 3 sukcesów w 6 próbach jest równe: 
3 3 
P;(3) = (3) - (5) < (5) = æ = i = 0,3125 


Bardziej prawdopodobne jest więc wygranie dwóch partii z czterech. 


Ćwiczenie 3 
Gramy z równorzędnym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo- 
dobne: wygranie trzech partii z pięciu czy czterech partii z siedmiu? 


Zadania 


1. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania dwóch orłów w czterokrotnym 
rzucie monetą: 


a) korzystając ze wzoru Bernoulliego, b) sporządzając drzewo. 


2. Rzucamy sześć razy monetą. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania: 


a) czterech orłów, b) co najmniej czterech orłów. 


3. Rzucamy n razy monetą. Dla jakich wartości n prawdopodobieństwo otrzy- 
mania co najmniej jednego orła jest większe od: 


a) 0,9, b) 0,99, c) 0,999, d) 0,9999? 


4. Rzucamy cztery razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania: 


a) dwóch szóstek, b) co najwyżej dwóch szóstek. 


5. Rzucamy pięć razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 
a) trzy razy wypadnie 6 oczek, 
b) co najmniej dwa razy wypadnie liczba oczek większa od 4. 


6. Rzucamy trzy razy dwiema kostkami. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
że co najmniej dwa razy suma oczek będzie: 


a) większa od 10, b) równa 6. 


3 2 
5. a) Ps(3) = (3) É (5) ` (a = i0: za i = sę SSE: 
1 


b) P;(k > 2) = 1 — P;(k < 2) = 1 — P;(0) — P; (1) = 
=1- 0 G) 6) -0-06) G=- 28 = ża 
6. a) Pz(k > 2) = P3(2) + P3(3) = 
= (2) i (5) i (3) t (3) j e i (35 = => TF = =. 
2 


b) Ps(k > 2) = P:(2) + P:(3) = () - (ż) - (4) +0) -($) = 
2325 125 2450 1225 


46656 ' 46656 46 656 23 328 


Ćwiczenie 3 P , 
P8) = (3:6) G) = 


= |( 5 = 
= 10; 37 = 128 


y e (HE. E 
P;(4) =()-(z) G = me 
Zatem bardziej prawdopodobne 
jest wygranie trzech partii z pię- 
ciu. 


Odpowiedzi do zadań 


13) PO = O H= 


= 6: 5 = $ = 0,375 
b) P(A)=6-1.1.1.1— 
=. -0350 

2.2) B= ()-(3)7-() = 
=5 3-6 


2” > 10, czyli n > 4 
b) 1— (4)” > 0,99 


2” > 100, czylin> r 


c) 1— (4)” > 0,999 


1 1 
zn < q000 


2” > 1000, czyli n > 10 
d) 1 — (4)” > 0,9999 
1 1 
zn 10000 
2” > 10000, czyli n > 14 
2 2 
4. a) Pa(2) = (2) -(5) -(6) = 
Ep 26 — 28 
36 36 216 


= 625 „ 500 | 150 _ 
1296 1296 ' 1296 

- dB 

- 1296 482 
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7. p=0,96 (wylosowanie piłki 


10. 


. P(A)= 


. Ps(k 2 5) = 
1 


dobrej) 

q = 0,04 (wylosowanie piłki 
wadliwej) 

a) A — za każdym razem piłka 
dobra 

P(A) = P;(5) = 
= 0,96" ~ 0,815 


(È) - (0,967 = 


b) A' — co najmniej raz piłka 
wadliwa 
P(A)=1-=P(A) z 
= 1 — 0,815 = 0,185 
Pio (0) = 
o 10 
= e = 
- lea 
= e x 0,0173 
P(B) =1- P(A) w 
= 1 — 0,0173 = 0,9827 
P(Ó=Evb< M= 
= Pio(0) + Pio(1) = 
1 9 
= wos *(1):(3) (8) = 
= moza 5120 _ 6144 „, 
59049 ! 59049 ~ 59049 "7 


= 0,104 


Pg(5) 
5 
=) E 
+ (9) - (3) = zew 
+ q X 0,0046 < 0,005 


Zatem szansa zaliczenia testu 
nie jest większa niż 0,5%. 


a) Ps(5) = (5): p=p= 


P;(6) = 
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10. 


11. 


12. 


11. 


12. 


W pewnej partii piłek 4% piłek jest wadliwych. Losujemy pięć razy ze 
zwracaniem jedną piłkę i badamy jej jakość. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że: 

a) za każdym razem wylosujemy piłkę jakościowo dobrą, 


b) co najmniej raz wylosujemy piłkę wadliwą. 


Pewien test składa się z dziesięciu pytań. Do każdego pytania podane 
są trzy odpowiedzi, z których tylko jedna jest poprawna. Uczeń zakreśla 
odpowiedzi losowo. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 

A — uczeń nie zakreśli żadnej poprawnej odpowiedzi, 

B — uczeń zakreśli co najmniej jedną poprawną odpowiedź, 

C — uczeń zakreśli co najwyżej jedną poprawną odpowiedź. 


Pewien test składa się z sześciu pytań. Dla każdego pytania podane są 
cztery odpowiedzi, z których tylko jedna jest poprawna. Aby zaliczyć test, 
należy dobrze odpowiedzieć na co najmniej pięć pytań. Odpowiedzi wy- 
bieramy losowo. Czy szansa zaliczenia testu jest większa od 0,5%? 


a) W schemacie 5 prób o prawdopodobieństwo otrzymania sa- 
mych sukcesów jest równe 23 n. Oblicz prawdopodobieństwo uzyskania suk- 
cesu w pojedynczej próbie. 


b) W schemacie 4 prób Bernoulliego A a> otrzymania co 
najmniej jednego sukcesu jest równe ;>. Oblicz prawdopodobieństwo uzy- 
skania sukcesu w pojedynczej próbie. - 


Jedna z koszykarek, wykonując rzuty osobiste, trafia do kosza średnio pięć 
razy na dziesięć, a druga — osiem razy na dziesięć. Obie koszykarki wy- 
konują po pięć rzutów. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że każda z nich 
trafi do kosza: 

c) co najmniej raz. 


a) trzy razy, b) cztery razy, 


Wykonano serię rzutów niesymetryczną liczba wyników 


kostką. Wyniki testu przedstawiono na dia- 200 

gramie obok. 150 

a) Zaproponuj wartości prawdopodobień- 100 |- 

stw dla każdego z wyników 1, 2, 3, 4, 5, 6. ke 

b) Jakie jest prawdopodobieństwo otrzy- E l 
mania w sześciokrotnym rzucie tą kostką za 1 2 3 4 


każdym razem liczby oczek większej od 3? liczba oczek 


) (7 = 10: 5-10: 55 = zz 


4 
) (G) =5 5 5 gS = 


= (1- Bs(0)) - (1 — Bu.s(0)) = (i = (o) (3) 


a) Pis(3) - Pirs(3) = (5) - 
b) Prs(4) - Pi.s(4) = (5) - 
c) Pr. e DE 


= = = 

WIĘ DNIE 
= 
S 
~ 
= 
j 
~ 
= u 
— 
— 

Wa alk 


5 
(1-6 () ) zę (1 32) (1 3135) = 0,96844 
a) 
w, |ENIRZANONIZNESNIKG 
1 1 1 1 1 1 
BióG|elz|a]| 63 
b) Sukcesem jest wyrzucenie 4, 5 lub 6, czyli p= a = 2. 


729 


Q - G)7= 


Uczeń: 


1.15. Wartość oczekiwana zmiennej BA RE 
losowej losowej i przedstawia go za 


pomocą tabelki, 
Przykład 1 — oblicza wartość oczekiwaną 
zmiennej losowej, 
Rozpatrzmy grę polegającą na rzucie dwiema mone- — rozstrzyga, czy gra jest spra- 
tami. Jeśli wyrzucimy dwa orły, to wygrywamy 20 zł, w; 20 | 10 |-40 
jeśli jednego orła — wygrywamy 10 zł, a w przypadku, Pi 
gdy wypadną dwie reszki — przegrywamy 40 zł. W ta- 
beli podano możliwe wielkości wygranej w jednym 


wiedliwa. 


1 1 
2 4 


ele 


rzucie w złotych: xı = 20, £2 = 10 i £3 = —40 (prze- 
grana) oraz ich prawdopodobieństwa. 


Przy omawianiu zagadnień takich jak w powyższym przykładzie będziemy 
używać pojęć zmienna losowa i rozkład zmiennej losowej. 


Definicja 
Zmienną losową nazywamy funkcję o wartościach rzeczywistych określoną 
na zbiorze zdarzeń elementarnych Q. 


Uwaga. Zmienne losowe zwyczajowo oznacza się dużymi literami, np. X, Y. 


Przykład 2 
Rzucamy raz kostką. Zmienna losowa X przyporządkowuje każdemu zdarzeniu 
elementarnemu kwadrat otrzymanej liczby oczek. Zmienna losowa X przyj- 
muje następujące wartości: 

zı = X (1) = 1, z2 = X (2) = 4, ..., ze = X (6) = 36 


Każda z tych wartości jest przyjmowana z prawdopodobieństwem E. 


Definicja 
Zbiór par (x;, pi), gdzie z, jest wartością zmiennej losowej X, a p; prawdo- 


podobieństwem, z jakim zmienna losowa przyjmuje tę wartość, nazywamy 
rozkładem zmiennej losowej. 


Rozkład zmiennej losowej zwykle 


wygodnie jest prezentować w tabeli. A > z e | PE 2388 


Ole 
Ole 
ol-- 


W tabeli obok przedstawiono roz- Pi hi A z 
kład zmiennej losowej z przykładu 2. 
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Ćwiczenie 1 

Losujemy ze zwracaniem dwie liczby ze zbioru 
{1,2,3}. Zmienna losowa X każdej parze liczb 
przyporządkowuje ich sumę. Uzupełnij w zeszy- | Pi 
cie tabelę przedstawiającą rozkład tej zmiennej. 


ole 
OIN 
wie 
OIN 
o|- 


Ćwiczenie 2 
Losujemy dwie liczby ze zbioru {1,2,3,4}. Zmienna losowa X każdej parze 
liczb przyporządkowuje ich sumę. Podaj rozkład zmiennej X, jeśli losujemy: 


a) ze zwracaniem, b) bez zwracania. 

Definicja 
Niech X będzie zmienną losową o wartościach £1, £2, ..., 1, przyjmo- 
wanych z prawdopodobieństwami odpowiednio p;, pa, ..., pn. Wartością 


oczekiwaną zmiennej X nazywamy liczbę: 


EX = 211 + Topo +... + LnPn 


Przykład 3 
Rozpatrzmy grę polegającą na rzucie trzema monetami. Jeśli wyrzucimy same 
orły, to wygrywamy 100 zł, jeśli wyrzucimy same reszki, to wygrywamy 60 zł. 
W pozostałych przypadkach przegrywamy 20 zł. 

W tabeli obok przedstawiono rozkład zmiennej lo- s 00) 60 | -20 


sowej X opisującej tę grę. Di 5 


1 1 

8 8 

Wartość oczekiwana zmiennej losowej X (wartość oczekiwana gry): 
EX = tıpı + £2pa + z3p3 = 100: $ +60- $ —20:5=$ =5 [zł] 

Wartość oczekiwana tej gry jest dodatnia, czyli gra jest korzystna dla gracza. 


Ćwiczenie 3 
Bierzemy udział w pewnej grze. Rzucamy kostką — jeśli wypadnie co najmniej 
5 oczek, to wygrywamy 1, zł, w przeciwnym wypadku przegrywamy £o zł. 


EJ a) Uzasadnij, że jeśli z, = 50 i 19 = —40, to wartość oczekiwana tej gry jest 
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równa —10 zł (czyli gra jest dla nas niekorzystna). 


b) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry, jeśli wygrana 1, = 45, a przegrana 
T2 = —15. 


Definicja 


| Grę nazywamy sprawiedliwą, jeśli jej wartość oczekiwana jest równa 0. 


Ćwiczenie 2 
a) b) 
Ti | 2 g | 4 5 6 1 | e | 3 4 5 6 7 
1 1 3 1 3 1 1 1 il 1 1 1 
pi e| 8 16 4 16 | 8 16 Di | g 6 3 6 6 
Ćwiczenie 3 
EX =au:g+aag=d'g +13 
a) EX =50- 40 - o =P = —10 [zł] 


1 2 
3 3 
b) EX =45-4 -15.2 = 


Ćwiczenie 4 


Ćwiczenie 4 
Rzucamy dwiema monetami. Jeśli wypadną dwie reszki, to wygrywamy 21 zł, B = n e 0 Jaco 
jeśli wypadnie jedna reszka, to wygrywamy «12» zł. Jeśli wypadną dwa orły, to a) EX = 20- +10: 2—40- = 
przegrywamy x3 zł. =5+5-10=0 
Pp] a) Uzasadnij, że jeśli xı = 20, £2 = 10 i 13 = —40, to gra jest sprawiedliwa. DEO EO 
1 az: 
b) Dla jakiej wartości £ gra jest sprawiedliwa, jeśli 1, = 1» = 49? gra = gaY 
z3 = 147 


Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


1. Bierzemy udział w pewnej grze. Rzucamy kostką — jeśli wypadnie parzysta 1.a) EX =10:3+120-5+ 


liczba oczek, to wygrywamy 10 zł, jeśli wypadnie 5 oczek, to wygrywamy —90: 3 = —5 [zł] 
120 zł, a jeśli 1 oczko lub 3 oczka, to przegrywamy 90 zł. b) 10: +120: 4 +73: t =0, 
a) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry. czyli z3 = —75 zł 


b) Jaka powinna być wysokość przegranej, aby gra była sprawiedliwa? 


2. Rzucamy dwa razy kostką. Jeśli w drugim rzucie wypadnie więcej oczek 2. EX = xı: zę — 120:  —60: 36 
niż w pierwszym, to wygrywamy z), zł, jeśli tyle samo, to przegrywamy a) EX = 180- 5 — 20 — 25 = 
120 zł. W pozostałych przypadkach przegrywamy 60 zł. = 30 
a) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry, gdy xı = 180. b) zı :35—45=0 
b) Dla jakiej wartości z, gra byłaby sprawiedliwa? zı = 108 


3. W pierwszej grze rzucamy trzema monetami i otrzymujemy z = 24 zł za 
każdego wyrzuconego orła. W drugiej grze rzucamy czterema monetami 
i otrzymujemy y = 15 zł za każdego wyrzuconego orła. 


a) Wartość oczekiwana której gry jest większa? 


b) Ile powinna być równa wygrana z, aby — bez zmiany wartości y w dru- 
giej grze — wartości oczekiwane obu gier były równe? 


Czy wiesz, że... 

Zagadnieniem wartości oczekiwanej gry zajmo- 
wał się holenderski matematyk, fizyk i astronom 
Christiaan Huygens |czyt. kristian hojchens] 
(1629-1695). W 1657 r. wydał pracę dotyczącą 
rachunku prawdopodobieństwa De ratiociniis in 
ludo aleae (O wnioskowaniu w grach hazardo- 
wych). Christiaan Huygens był członkiem To- 
warzystwa Królewskiego w Londynie i Akademii 
Nauk w Paryżu. 


3. a) EX = 24. ł +48. 5+ 72: g =36 [zł] 
EY = 15: ý +30: zę + 45: zę +60: rę = 30 [zł] 
EX > EY 
34 3 | M = 
b) x- 5+2x0-5+3z:5 = 30 
5 = ŻU at 
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(2 16 

(2-3-2): 

(2-3-1) zę 

(2* - 3.0). = [zł] Hs. 
D) (P = 35) d = 

(27 -3-4): 5 

(2-3.3) £ 

(2* — 3-2): zg 

(2”-3-1):5 

(27 -3-0): 5 = 55 [zł] 

6. Budujemy trzy rodzaje trój- 

kątów: 


1 równoboczny o boku 4 cm, 
6 równoramiennych o podsta- 
wie 6 cm i ramieniu 4 cm, 

3 równoramienne o podstawie 
4 cm i ramieniu 6 cm. 


a) (3-4)-7 aS 
(2-63 4). 5 = 14,4 [em] 
Poda ch 
+8v2: 5 = 


= 1(12V2+2V3+9vV7) [cm?] 


7. a) Każde dwa wierzchołki sze- 
ścianu wyznaczają jeden z po- 


niższych odcinków: 6. 


12 krawędzi o długości 1cm, 
12 przekątnych ścian bocz- 
nych o długości v2 cm, 

4 przekątnych sześcianu o dłu- 
gości V3 cm. 


EX = 1:35+vV2- 


= 1(3+3V2+ v3) [em] 


b) Każde trzy wierzchołki sze- 
ścianu wyznaczają jeden z po- 
niższych trójkątów: 


IA 


V3- zg 


24 trójkąty prostokątne o polu 
1 2 


55 Lell Gie, 

24 trójkąty prostokątne o polu 

5 "1yZiem>, 

8 trójkątów równobocznych 

o polu CZE cm’. 5 
e B.2 

= 4 (3 + 3v2 + v3) [em] 
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Rzucamy pewną liczbą monet. Jeśli w rzucie wypadło n orłów i k reszek, to 
wygrana (lub przegrana) jest równa (2"—3k) zł. Oblicz wartość oczekiwaną 
tej gry, jeśli rzucamy: 


a) czterema monetami, b) pięcioma monetami. 


W tabeli podano prawdopodobieństwa trafienia trójki, czwórki, piątki 
i szóstki w grze liczbowej, w której skreślamy 6 spośród 49 liczb. 


trójka (3) - (3) : (6) ~ 0,017 650 404 
czwórka (€) - (5) : ($) = 0,000 968 620 
piątka (5) - (4) : (6) ~ 0,000 018 450 
szóstka 1: (%) = 0,000 000 072 


a) Przyjmijmy, że wygrywamy jedynie wtedy, gdy trafimy szóstkę, i że 
cena jednego zakładu jest równa 1 zł. Jaka powinna być wysokość wygra- 
nej, aby była to gra sprawiedliwa? 

b) Przyjmijmy, że jeśli trafimy trójkę, wygramy 10 zł, czwórkę — 100 zł, 
piątkę — 1000 zł, i że cena jednego zakładu jest równa 1 zł. Jaka powinna 
być wysokość wygranej w przypadku trafienia szóstki, aby gra była spra- 
wiedliwa? 

c) Przyjmijmy, że jeśli trafimy trójkę, wygramy 100 zł, czwórkę — 1000 zł, 
piątkę — 10000 zł, a szóstkę — 10000000 zł. Jaka powinna być cena jednego 
zakładu, aby gra była sprawiedliwa? 


Dane są trzy odcinki o długości 4 cm i dwa o długości 6 cm. Wybieramy lo- 
sowo trzy spośród tych odcinków i budujemy z nich trójkąt. Oblicz wartość 
oczekiwaną zmiennej losowej, która każdemu otrzymanemu w ten sposób 
trójkątowi przyporządkowuje: 


a) jego obwód, b) jego pole. 


Dany jest sześcian o krawędzi 1 cm. 


a) Wybieramy losowo dwa wierzchołki sześcianu. Zmienna losowa przy- 
porządkowuje wybranym dwóm punktom odległość między nimi. Oblicz 
wartość oczekiwaną tej zmiennej. 

b) Wybieramy losowo trzy wierzchołki sześcianu. Zmienna losowa przy- 
porządkowuje wybranym trzem punktom pole trójkąta, którego są wierz- 
chołkami. Oblicz wartość oczekiwaną tej zmiennej. 


- Wygrana uwzględnia koszt zakładu. 


a) (z — 1) - 0,000 000 072 — 1 - 0,999 999928 = 0, czyli x — 1 ~ 13888888 zł 
Wygrana powinna wynosić około 13 888889 zł. 


b) (10 — 1) - 0,017 650 404 + (100 — 1) - 0,000968620 + (1000 — 1) - 0,000018450+ 
+(x — 1) - 0,000 000 072 — 1 - 0,981 362454 = 0, czyli a ~% 9835888 zł 

c) p3 = 0,017 650 404, pa = 0,000 968 620, ps = 0,000 018 450, pe = 0,000 000 072 
(100 — c)ps + (1000 — c)pa + (10000 — c)ps + (10000000 — c)pe = 

= (1 — ps = pa — pb — pe)e 
100p3 + 1000p4 + 10000p5 + 10000 000pe = c 

c = 1,7 650 404 + 0,968 62 + 0,184 50 + 0,72 = 3,6381604 ~ 3,64 


1.16. Zagadnienia uzupełniające 


E Prawdopodobieństwo geometryczne 


Na płaszczyźnie dane są figury A i Q takie, że A C Q. 
Niech Po będzie polem figury Q, a P4 — polem fi- 
gury A. Przyjmujemy, że prawdopodobieństwo tego, 
że losowo wybrany punkt figury Q należy do figury A, 
jest równe: 


P= Pa 
Przykład 1 
Niech Q będzie kwadratem OPQR, a A — zbiorem 
zaznaczonym na niebiesko (rysunek obok). Jakie jest 
prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrany punkt 
kwadratu Q należy do zbioru A? 


Zauważmy, że Po = 25 oraz P(A) = 9, zatem: 


po aaa Ol 1 T x 
Po 25 


Odpowiedzi do zadań 
1. Niech Q = { (x,y): x € (—3;3) i y € (—3;3)}. Jakie jest prawdopodobień- 1.a) p=4 
2. 


stwo tego, że losowo wybrany punkt ze zbioru Q należy do zbioru zazna- b) p= 3-88 _ 1 
czonego na niebiesko? > 
b) Y} c) Yt Jo=Ę =; 
HA 
2. Niech Q = { (x,y): x € (0;6) i y € (0;4)}. Jakie jest prawdopodobieństwo 2. a) p = > = 
tego, że współrzędne losowo wybranego punktu ze zbioru Q spełniają wa- bp SF 4 2 
24 3 
runek: a)z+y—4<0, b) |c-2|21, c) |z- y| <1? 24432 (0454 
A= asia M 
u 16 


Joseph Bertrand (1822-1900) sformułował następujący problem (znany 
jako paradoks Bertranda). Rozpatrujemy trójkąt równoboczny wpisany 
w okrąg. Wybieramy losowo cięciwę tego okręgu. Jakie jest prawdopo- 
dobieństwo tego, że jest ona dłuższa od boku trójkąta? Bertrand przed- 
stawił trzy metody rozwiązania tego problemu — każda z nich daje inny 
wynik. Sprzeczność tę wyjaśniono dopiero po wprowadzeniu aksjomatyki 
rachunku prawdopodobieństwa w 1933 r. przez Andrieja Kołmogorowa. 
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3.p= =5 
36 9 
= ERZE 
MORZA 
sma 5h 
5. p = (8-:4-2)7 — 225 
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Przykład 2 


Ania i Zosia umówiły się, że każda z nich przyjdzie do parku pod fontannę 
między godziną 12:00 a 13:00 i będzie czekać tam przez 10 minut. Jakie 
jest prawdopodobieństwo tego, że koleżanki się spotkają? 


Oznaczmy czasy przybycia Ani i Zosi pod fontannę 
odpowiednio przez x i y. Rozpatrzmy punkty na- 
leżące do kwadratu Q przedstawionego na rysunku 
obok. Ania i Zosia się spotkają, gdy punkt (x,y) 
należy do zbioru A zaznaczonego na rysunku na 
niebiesko. Pole zbioru A jest równe 11 (sprawdź). 
Prawdopodobieństwo spotkania jest więc równe: 


= IZA = I 2 


13:00 


13:00 


3. Jakie byłoby prawdopodobieństwo spotkania Ani i Zosi przy fontannie 
(patrz przykład 2), gdyby każda z nich czekała 20 minut? 


Przykład 3 


Monetę o średnicy 2 cm rzucamy na szachownicę utworzoną z kwadratów 
o boku 3 cm. Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że moneta w całości 


znajdzie się wewnątrz któregoś z kwadratów? 


Rozpatrzmy kwadrat Q, na który upadł środek rzu- 
conej monety (rysunek obok). Aby cała moneta 
znajdowała się wewnątrz tego kwadratu, jej śro- 
dek musi należeć do kwadratu A zaznaczonego na 
rysunku na niebiesko. Ponieważ P4 = 1 cm? oraz 
Po = 9 cm?: 


3 cm 


3 cm 
1 cm 
1 cm | A 1 cm | 
1 
cm Q 


4. Monetę o średnicy 3 cm rzucamy na szachownicę utworzoną z kwadratów 
o boku 6 cm. Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że moneta w całości 


upadnie wewnątrz któregoś z kwadratów? 


Monetę o średnicy 2 cm rzucamy na szachownicę 
utworzoną z kwadratów o boku 4 cm w taki sposób, 
aby cała moneta znalazła się na szachownicy. Jakie 
jest prawdopodobieństwo tego, że moneta w całości 
upadnie wewnątrz białego kwadratu? 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw I 
1. Ile jest liczb czterocyfrowych, których iloczyn cyfr wynosi: a)8, b) 10? 


2. Ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, w których zapisie: 
a) mogą wystąpić tylko cyfry 0, 1, 2,314, 
b) występuje dokładnie jedna cyfra 0 i dokładnie jedna cyfra 3? 


3. Ile jest liczb czterocyfrowych nieparzystych, w których zapisie: 
a) występują tylko cyfry 415, 
b) występuje dokładnie jedna cyfra 4 i dokładnie jedna cyfra 5? 


4. Na ile sposobów można ustawić w kolejce: 
a) 2 kobiety i 6 mężczyzn tak, aby kobiety stały obok siebie, 
b) 4 kobiety i 4 mężczyzn tak, aby kobieta nie stała za kobietą? 


5. Rzucamy dwa razy kostką. Które ze zdarzeń jest bardziej prawdopodobne: 
A — dokładnie w jednym z rzutów wypadnie co najmniej 5 oczek, 
B — suma oczek, które wypadną w obydwu rzutach, jest nie mniejsza od 8? 


6. Rzucamy dwa razy kostką, której dwie ścianki są zielone, a cztery czer- 
wone. Oblicz prawdopodobieństwo wyrzucenia: 
a) co najmniej raz ścianki zielonej, 


b) co najwyżej raz ścianki czerwonej. 


7. Student zna odpowiedzi na 6 spośród 15 pytań egzaminacyjnych. Na egza- 
minie losuje 4 pytania. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że zna odpowiedź 
na co najmniej jedno z nich. 


8. Rzucamy cztery razy niesymetryczną monetą, dla której prawdopodobień- 
stwo wypadnięcia orła jest równe 3i a reszki — A Oblicz prawdopodobień- 
stwo tego, że wypadną: 


a) cztery reszki, b) co najmniej trzy reszki. 


9. W urnie jest jedna kula czarna o numerze 1 oraz dwie kule białe o nume- 
rach 1 i 2. Losujemy kolejno dwie kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
że pierwsza z wylosowanych kul jest biała, a druga ma numer nieparzysty, 
jeśli losujemy: 


a) ze zwracaniem, b) bez zwracania. 


7. Q = (Ë) = 1365 
A — student zna odpowiedź na co najmniej jedno pytanie 
A' — student nie zna odpowiedzi na żadne pytanie 
A = (2) = 126 
P(A)=1-P(A)=1-5$=1-$=8 


1365 65 65 
16 16 
8. a) 8I b) 27 


9. a) A — pierwsza wylosowana kula jest biała, a druga kula ma numer nieparzysty 


BA 
b) P(B)=3:4 +3 1+1.1=1 


Odpowiedzi do zadań 
1.a) 20 b) 12 

2. a) 300 b) 320 

3. a) 8 b) 360 


4. a) Kobiety stawiamy obok sie- 
bie i wstawiamy je między 
mężczyzn — jest 7 takich usta- 
wień. W każdym ustawieniu 
mamy 2! permutacji kobiet 
i 6! permutacji mężczyzn, za- 
tem wszystkich ustawień jest: 
7 - 2- 6! = 10080. 

b) Mamy 5 możliwości 
ustawień: 
KMKMKMKM 
MKMKMKMK 
KMMKMKMK 
KMKMMKMK 
KMKMKMMK 

W każdym ustawieniu mamy 
po 4! permutacji kobiet i męż- 
czyzn, zatem wszystkich usta- 
wień jest 5 - (4!)? = 2880. 


5.0=36 

A= ICE 5), (2, 5), (3, 5), 
(4,5), (5, 1), (5,2), (5,3), 
(5,4), (1,6), (2,6), (3,6), 
(4, 6), (6, 1), (6, 2), (6,3), 
(6,4)) 

A= 16, czyli P(A) = 8 
B= t(2, 6), (3, 5), (3, 6), 
(4, 4), (4,5), (4,6), (5,3), 
(5, 4), (5,5), (5,6), (6,2), 
(6,3), (6,4), (6,5), (6, 6)} 


B = 15, czyli P(B) = # 
Zatem bardziej prawdopo- 


dobne jest zdarzenie A. 


6. a) A — wyrzucono co najmniej 


raz ściankę zieloną 

A' — wyrzucono dwa razy 
ściankę czerwoną 
P(A)=1-P(A)=1-$ = 
- 0.6 


36 9 


b) B — wyrzucono co najwyżej 
raz ściankę czerwoną 

B' — wyrzucono dwa razy 
ściankę czerwoną 

P(B') =P(A') 

P(B) = P(A)=$ 
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10. 


11. 


13. 


16. 


17. 


Bn — wylosowano kulę z urny 
Un 

A — wylosowano kulę białą 
(Bn) = 5 

(AN Bn) = z 

(A) = P(B1) - P(A|B1)+ 


Ta 
PẸ 
PẸ 


E 
SE 


T WE sje 


n OF ole SF ol 


OPZZ 


NI GU ojm 


all 
— 
lm 


Qo 
BIN 

5 

M 

È 
> 
[=] 
= 


a) A — wylosowano tylko kule 
białe 

P(A) = z: 4: 16 a 55 

b) B — wylosowano 2 kule bia- 
łei 1 czarną 

SR igt 


ISĄ RAWA NEAR AS RAPA E 
WM BV” M M GB 


a) Sposób rozmieszczenia kul 
nie ma znaczenia. 

b) W jednej urnie wszystkie 
kule są białe, w drugiej urnie 
wszystkie są czarne. 


G-()=15 

A= () =6, B=()=3 
AN B = {C3, C5} 
P(A|B) = SF =; 
P(B|A) = 4 =5 


Z — szkodnik zginie 

N — szkodnik nie zginie 

A — losowo wybrany szkodnik 
zginie po pierwszym lub dru- 
gim pryskaniu 

P(A) = 0,8 + 0,2 - 0,3 = 

= 0,86 < 0,9 


"mmm 78 1. Rachunek prawdopodobieństwa 


N 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


12. 


14.0 


15. 


W sześciu urnach U;,U»,...,Uę znajdują się kule białe i czarne. Urna 
U, zawiera jedną kulę białą i n kul czarnych, n € f1,2,...,6). Rzucamy 
kostką i losujemy jedną kulę z urny U,, gdzie n jest liczbą wyrzuconych 
oczek. Czy prawdopodobieństwo wyciągnięcia kuli białej jest większe od 4? 


W urnie jest 12 kul: 8 białych i 4 czarne. Z urny losujemy bez zwracania 
3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosujemy: 


a) tylko kule białe, b) 2 kule białe i 1 czarną. 


a) W urnie U; mamy 3 kule białe i 7 czarnych, w urnie U% — 6 kul białych 
i 4 czarne. Z losowo wybranej urny wyciągamy 3 kule bez zwracania. Oblicz 
prawdopodobieństwo wyciągnięcia 3 kul czarnych. 

b) W urnie U, mamy 3 kule czarne i 2 białe, w urnie U» — 4 kule czarne 
i 1 białą. Z losowo wybranej urny wyciągamy 2 kule bez zwracania. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że będą to kule o różnych kolorach. 


Mamy 10 kul białych i 10 kul czarnych oraz dwie urny. Do każdej z urn 
wrzucamy po 10 kul. Jak należy rozmieścić kule w urnach, aby: 

a) prawdopodobieństwo wylosowania białej kuli, gdy losujemy jedną kulę 
z losowo wybranej urny, było największe, 

b) prawdopodobieństwo wylosowania dwóch kul białych, gdy losujemy bez 
zwracania dwie kule z losowo wybranej urny, było największe? 


W rzucie pewną monetą orzeł wypada dwa razy częściej niż reszka. Oblicz 
prawdopodobieństwo uzyskania co najmniej dwóch orłów w trzykrotnym 
rzucie tą monetą. 


W urnie są kule białe, niebieskie i zielone. Prawdopodobieństwo tego, 


że wylosowana kula będzie biała lub niebieska, jest równe +. Prawdopo- 


dobieństwo tego, że wylosowana kula będzie niebieska lub zielona, jest 
równe $. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wylosowana kula będzie 


niebieska. 


W urnie są dwie kule białe z numerami 1 i 2 oraz cztery kule czarne z nu- 
merami 3, 4, 5 i 6. Z urny losujemy dwie kule. Niech A oznacza zdarzenie 
polegające na wylosowaniu dwóch kul czarnych, a B — dwóch kul o nume- 
rach nieparzystych. Oblicz prawdopodobieństwa P(A|B) i P(B|A). 


Stwierdzono, że po spryskaniu drzew owocowych pewnym środkiem och- 
ronnym ginie 80% szkodników, natomiast te, które przeżyją, zyskują czę- 
ściową odporność i po ponownym spryskaniu ginie ich tylko 30%. Uzasad- 
nij, że prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrany szkodnik zginie po 
pierwszym lub drugim spryskaniu, jest mniejsze od 0,9. 


a) A — wylosowano trzy kule czarne 


EN) pi 6,5 4 3, 027215, 
PA= ma 9'8 


1 
06 © 67 a 
b) B — wylosowano dwie kule o różnych kolorach 


2,58 5,8 ZW%.8 2 
0Q0=2 

A=2-.2-14+2-1-24+1:2-2+2-:2:2=20 

P(A) = 

B, N, Z — wylosowano kulę odpowiednio: białą, niebieską, zieloną 


Zdarzenia B, Ni Z są rozłączne i P(BUNUZ)=1. 
P(BUN) = P(B)+P(N)=>, P(NUZ)=P(N 


4? 


Zatem mamy P(B) + 2P(N) + P(Z)=P(N)+1= 3 


NA 


E Zestaw II 


1. Z grupy sześciu chłopców i czworga dziewcząt wybieramy losowo trzy 
osoby. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wybranych osób będzie: 


a) co najmniej jeden chłopiec, b) co najwyżej jedna dziewczyna. 


2. Partia towaru składa się ze 100 elementów, wśród których 2 są wadliwe. 
Poddajemy kontroli 50 losowo wybranych elementów. Partię przyjmujemy, 
jeśli wśród kontrolowanych elementów jest nie więcej niż 1 element wa- 
dliwy. Oblicz prawdopodobieństwo przyjęcia partii. 


3. Ze zbioru liczb sześciocyfrowych, w których zapisie wykorzystano tylko 
cyfry 2, 314, losujemy jedną liczbę. Oblicz prawdopodobieństwa zdarzeń: 
A — wylosowano liczbę, której wszystkie cyfry są identyczne, B — wylo- 
sowano liczbę, w której zapisie przynajmniej dwa razy występuje cyfra 4, 
C — wylosowano liczbę, w której zapisie każda z cyfr 2, 3, 4 występuje dwu- 
krotnie. 


4. Spośród liczb 1,2,3,...,15 wylosowano dwie różne liczby. Oblicz prawdo- 
podobieństwo tego, że: 
a) suma wylosowanych liczb jest mniejsza od 5, 
b) obie wylosowane liczby są mniejsze od 7, 
c) iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty. 


5. Na egzamin przygotowano 20 pytań. Student zna odpowiedzi na 12 spo- 
śród nich, a przystępując do egzaminu, losuje 3 pytania. Oblicz prawdo- 
podobieństwo tego, że student zna odpowiedzi na wszystkie wylosowane 
pytania. 


6. Basia kupiła po jednym losie na dwóch różnych loteriach. Prawdopodo- 
bieństwo wygranej na pierwszej loterii jest równe 5, a na drugiej wynosi 4. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że Basia kupiła: 

a) dwa losy wygrywające, b) jeden los wygrywający. 


7. W urnie są kule białe i czarne. Czarnych kul jest dwa razy więcej niż 
białych. Wyciągamy z urny 2 kule. Jaka jest najmniejsza liczba kul w urnie, 
dla której prawdopodobieństwo wylosowania 2 kul czarnych jest większe 
od 2? 

5 


8. Losujemy liczbę n ze zbioru £1, 2,3,4), a następnie rzucamy n razy kostką. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 


a) wypadną same szóstki, b) nie wypadnie ani jedna szóstka. 


7. n — liczba kul białych 
2n — liczba kul czarnych 
e fe > fineNi 
5(2n — 1) > 3(3n — 1) 
m>2 
Zatem w urnie jest co najmniej 3 + 6 = 9 kul. 


8. a) A — wypadną same szóstki 


Bodka EE e 


ial 259 
ae ua se Wa am wzi” mj D 


b) B — nie wypadnie ani jedna szóstka 
-1 6,1 Żal GB.1 Geo zm 
P= nara o "a mea iza — si 


.Q=(9) = 120 


a) A — wylosowano co naj- 
mniej 1 chłopca 
A — wylosowano 3 dziewczyny 


b) B — wylosowano co najwy- 
żej 1 dziewczynę 


B= (3) + (2): (3) = 


= 40 + 60 = 80 
REJS R="> 


. A= przyjęto partię, czyli brak 


wadliwych lub 1 wadliwy 
A' — odrzucono partię, czyli 
2 wadliwe 


R= (50) = sorso 


2) /98 98! 

N= (2) (3) — 481.50! 
= 8 i CB = 
— 49-50 _ 49 


" 99-100 `~ 198 


P(4) =1- P(A’) = jg 


.M=F=f0 


A=3, P(A)= żę = zz 

B' — co najwyżej raz cyfra 4 
B = 2° +6- 25 = 4. 2° = 256 
P(B) = 1— P(B') = 


— j| — 6 — JB 

= 729 — 729 

mA. dlo. eG 

C = rar 2:2 90 
—_ 90 _ 10 

P(C) = rz = si 


A Q- a = > = 05 


ZEE BH 
105 15 
P(A) = (3) manio _ M 
20) T 18-19-20 — 57 
P(A)= ii 
b) P(B)=3:å H sian 


Zestawy powtórzeniowe 79 Emsam 


9. 


10. 
11. 


12. 


13. 


14. 
16. 
17. 


Bı — wylosowano kulę 

z pierwszej urny 

Bə — wylosowano kulę 

z drugiej urny 

P(B) = 5, P(Ba) = 4 

a) A — wylosowano kulę białą 


P(A|B+) = 5, P(A|B>) = 55 


DES Wa 0243 
P(A) a ola mmn e 


b) B — wylosowano kulę nie- 
bieską 


P(B|Bı) = $, P(B|Bz) = Ż 
P(B)=i 5 t a 16 = 3 
PAsi itti 


= P(4A) + P(B) — P(ANB) 
a)1=2.P(B)- 4 
P(B)=5 


P(A|B) = "grz = 


P(ANB! 
P(A|B') = SE = 
P(A)-P(ANB) _ 
1-P(B) 


ox |= 


EAB 
P(B') 


8 4 š 
==] 
8 


b) P(AN B) = 


l 
> 
x 
EA 
E 
3 
> 
l 


5 
C — w drugim rzucie wypadła 
dwójka 
a) A= 1, 5), (2, 4), (3, 3), 
(4,2), (5,1)) 
P(CĄ4A)=<E=Z 


b) B= (1,6), (2,3), (3,2), 
(6, 1)) 


P(C\B)=% =; 
a) mza b) a 

22,50 

1,875 
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NA 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


15. 


Mamy dwie urny z kulami. W pierwszej jest 10 kul: 4 białe i 6 niebieskich, 
w drugiej — też 10 kul: 3 białe, 5 żółtych i 2 niebieskie. Rzucamy dwa razy 
monetą: jeśli przynajmniej raz wypadnie orzeł, to losujemy kulę z pierw- 
szej urny, w przeciwnym razie — z drugiej. Oblicz prawdopodobieństwo 
wylosowania kuli: 


a) białej, b) niebieskiej. 


Wśród pięciu kostek mamy cztery kostki klasyczne i jedną nietypową, 
która ma po sześć oczek na czterech ściankach. Rzucamy losowo wybraną 
kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że otrzymamy sześć oczek. 


Student zna odpowiedzi na 8 spośród 10 pytań w części I egzaminu i na 
10 spośród 12 pytań w części II egzaminu. Na egzaminie losuje po 2 py- 
tania z każdej jego części. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że student 
zda egzamin, jeśli musi odpowiedzieć poprawnie na wszystkie wylosowane 
pytania. 


Zdarzenia A, B C Q są jednakowo prawdopodobne oraz zawsze zachodzi 
przynajmniej jedno z nich. Oblicz: 


a) P(A|B) i P(A|B)), jeśli P(ANB)= 1, b) P(ANB), jeśli P(A|B) = 1. 


Wykonano dwa rzuty kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w dru- 
gim rzucie wypadła dwójka, jeśli: 
a) suma otrzymanych oczek jest równa 6, 


b) iloczyn otrzymanych oczek jest równy 6. 


Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy dziesięciokrotnym rzucie monetą 
otrzymamy co najwyżej: 


a) jedną reszkę, b) trzy reszki. 


Oblicz prawdopodobieństwo tego, że przy dziesięciokrotnym rzucie kostką 
za pierwszym razem wypadła szóstka, jeśli wiadomo, że wyrzucono: 


a) dwie szóstki, b) trzy szóstki. 


Rzucamy dwa razy kostką. Za każdą wyrzuconą piątkę dostajemy 10 zł, 
a za każdą wyrzuconą szóstkę — 20 zł. Jeśli obie wyrzucone liczby oczek 
są mniejsze od 5, to przegrywamy z zł. Dla jakiej wartości z gra jest 
sprawiedliwa? 


Rzucamy monetą tak długo, aż otrzymamy cztery orły z rzędu lub pierwszą 
reszkę. Oblicz wartość oczekiwaną liczby wykonanych rzutów. 


A — za pierwszym razem wypadła 6 
a) B — wyrzucono dwie 6 
AN B — wyrzucono dwie 6 i za pierwszym razem wypadła 6 


B = () - 58 = 45 - 58, AN B = 1- (È) - 58 = 9. 58 


ANB 
P(A|B) = = = z 
b) B — wyrzucono trzy 6 


AN B — wyrzucono trzy 6 i za pierwszym razem wypadła 6 
B = (1) -57 = 120 - 5", AN B = 1: ($) -57 = 36-57 


P(A|B) = AMB 


Sposób na zadanie W 


Przykład 
Ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr równej 8, jeśli wiadomo, że 
w zapisie tych liczb występują tylko cyfry 0, 2, 4, 6? 


Zauważmy, że liczby spełniające warunki zadania możemy podzielić na cztery 
grupy. 
1. Liczby, w których zapisie występuje jedna cyfra 6, jedna cyfra 2 i 98 cyfr 0. 
e Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 6, to pozycję cyfry 2 mo- 
żemy wybrać na 99 sposobów. 
e Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 2, to pozycję cyfry 6 mo- 
żemy wybrać na 99 sposobów. 
Zatem jest 99 + 99 = 198 takich liczb. 


2. Liczby, w których zapisie występują dwie cyfry 4 i 98 cyfr 0. 
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje się cyfra 4. Pozycję drugiej 
cyfry 4 możemy wybrać na 99 sposobów. 
Zatem jest 99 takich liczb. 


3. Liczby, w których zapisie występują jedna cyfra 4, dwie cyfry 2 i 97 cyfr 0. 
e Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 4, to pozycje dla dwóch 
cyfr 2 możemy wybrać na: 
99) _ 99-98 _ 
(3) = 73 = 4851 


2 
sposobów. 
e Jeśli na pierwszym miejscu znajduje się cyfra 2, to pozycję drugiej cyfry 
2 i pozycję cyfry 4 możemy wybrać na 99 : 98 = 9702 sposobów. 
Zatem jest 4851 + 9702 = 14553 takich liczb. 


4. Liczby, w których zapisie występują cztery cyfry 2 i 96 cyfr 0. 
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje się cyfra 2. Pozycje dla trzech 
pozostałych cyfr 2 możemy wybrać na: 


(0 4 e — zę — 156849 


3 96!.3! 


sposobów. 
Zatem jest 156849 takich liczb. 


Korzystamy z reguły dodawania i stwierdzamy, że wszystkich liczb spełniają- 
cych warunki zadania jest: 


198 + 99 + 14553 + 156849 = 171699 


Odpowiedź: Liczb stucyfrowych spełniających warunki zadania jest 171 699. 


Sposób na zadanie 81 Fa" 


1.9-10-10-10-1=9-103 


2.4-2.4.2=43 


3. A' — iloczyn liczb jest nie- 
parzysty (obie liczby są nie- 
parzyste) 

P(A) = $ = 4, P(A)=? 

4. A=f(o,r,r),(r,o,r), 

(r, r, o), (0,0,0)) 
i8 = (0,0,7), r oo) 


(o, r,o), (0,0,0)) 


8 
P(B)= >= 
5. Jeśli A C B, to AUB = B 
oraz ANB=A 
P(AUB) =P(B)= 
P(ANB) =P(A) = 


wN ew 
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W Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 


jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. 


Liczb pięciocyfrowych, w których zapisie pierwsza i ostatnia cyfra są takie 
same, jest: 
A. 107, B. 104, C. 9- 10°, D. 9°. 103. 


Z cyfr 1, 2, 3 i 4 utworzono takie czterocyfrowe kody, że suma pierwszych 
dwóch cyfr jest parzysta, a suma ostatnich dwóch jest nieparzysta (cyfry 
mogą się powtarzać). Takich kodów jest: 


A. 24, B. 25, C. 3%, D. 4. 


Rzucamy dwukrotnie kostką. Zdarzenie A polega na tym, że iloczyn liczb 
wyrzuconych oczek jest liczbą parzystą. Wtedy: 


A. P(A)=}, B. P(A)=},  C.P(A)= 


2) 4) 


Lo D.P(A)=L. 
Rzucamy trzykrotnie monetą. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu niepa- 
rzystej liczby orłów, a zdarzenie B — na wyrzuceniu większej liczby orłów 
niż reszek. Wtedy: 


A. P(A) > P(B), C. P(A) < P(A'), 
B. P(A) < P(B), D. P(B) > P(B’). 
Niech A, B C Q. Jeśli P(A) = 3, P(B) = ł oraz A C B, to: 
A. P(AU B) = $, C. P(AN B)=}, 
B. P(AU B) = }ł, D. P(ANB)=0. 


W urnie jest pięć kul o numerach 1, 2, 3, 4i 5. Losujemy bez zwracania trzy 
kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejności losowania tworzą 
liczbę trzycyfrową. Prawdopodobieństwo tego, że jest to liczba podzielna 
przez n, jest równe z dla n równego: 


A. 2, B. 6, C. 9, D. 25. 


Z szuflady zawierającej 5 par rękawiczek wyjmujemy losowo dwie ręka- 
wiczki. Prawdopodobieństwo tego, że obie rękawiczki są na lewą rękę, jest 
równe: 


A. Ž B. 


g? 


UIN 


c. 1, D. 1. 


2 


Prawdopodobieństwo otrzymania co najmniej trzech reszek przy dwuna- 
stokrotnym rzucie monetą jest równe: 


4017 4035 4067 4083 
* 4096? B. 4096 C. 4096? D. 4096 ` 


.0=5:4-3=60 


AA-—452—24 Pd g=> 


B. B = {132, 312, 342, 432, 234, 324, 354, 534), B = 8, P(B) = =" 
C. Suma cyfr jest podzielna przez 9, czyli szukamy permutacji trójek: 1, 3, 5 
oraz 2, 3, 4. 

C z -B _ í 

D. Ostatnie dwie cyfry tworzą liczbę 25. 
D 


RSE 


. 1— (Pi2(0) + Pi2(1) + P42(2)) = 


=1-(0:-6:0+0:6:607+00-6-6)= 


Przed obowiązkową maturą z matematyki W 


E Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Z cyfr 0,1,2,...,n tworzymy liczby trzycyfrowe, w których zapisie cyfry się 
nie powtarzają. Wyznacz n, jeśli wiadomo, że wszystkich takich liczb jest 100. 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w których zapisie występują tylko cyfry 
0, 5, 7, 9. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

W urnie jest pięć kul o numerach 1, 2, 3, 4 i 5. Losujemy kolejno cztery kule 
i zwracamy za każdym razem wylosowaną kulę do urny. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że wszystkie wylosowane kule mają numery nieparzyste. 


Zadanie 4 (2 pkt) 
Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że dokładnie 
w jednym z rzutów wypadną 3 lub 4 oczka. 


Zadanie 5 (3 pkt) 
Rzucamy sześć razy monetą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że co najwyżej 
cztery razy wypadnie reszka. 


E Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Oblicz, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb naturalnych, w których zapi- 
sie dokładnie dwa razy występuje cyfra 6. 


Zadanie 7 (4 pkt) 

W urnie jest pięć kul o numerach 1, 2, 3, 4 i 5. Losujemy bez zwracania 
trzy kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejności losowania two- 
rzą liczbę trzycyfrową. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że jest to liczba po- 
dzielna przez 2. 


Zadanie 8 (4 pkt) 
Spośród liczb sześciocyfrowych losujemy jedną. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że jest to liczba podzielna przez 4 lub przez 5. 


Zadanie 9 (4 pkt) 

Na loterii jest 200 losów, z tego 2 wygrywające po 450 zł i 4 wygrywające po 
250 zł. Kupujemy jeden los za 10 zł. Oblicz wartość oczekiwaną wygranej na 
tej loterii. Uwzględnij cenę zakupu losu. 


6. Cyfra 6 jest na miejscu jedności i tysięcy: 1-9-9-1 = 81 
Cyfra 6 jest na miejscu jedności i na miejscu setek lub dziesiątek: 8 - (7) -9- 1 = 144 
Cyfra 6 jest na miejscu tysięcy i na miejscu setek lub dziesiątek: 1 - C) -9.4 = 72 
Cyfra 6 jest na miejscu setek i dziesiątek: 8-1-1- 4= 32 
Ostatecznie: 81 + 144 + 72 + 32 = 329 


8. Q = 900000 
A — liczby podzielne przez 4, P(A) = 225 %0 
B — liczby podzielne przez 5, P(B) = 480004 


AN B - liczby podzielne przez 4 i 5, P(AN B) = A 
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B) = 2 


9. EX = 440: z +240- zy — 10- 4% = —0,50 [zł] 
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- 1— (Ps(5) + Pe(6)) = 
5 


.n-n:(n- 1)= 100,n € N4 


m=5 


.- 3-4-4. 4= 192 


. A — wylosowane kule mają 


numery nieparzyste 
n= a= 


4 
P(4) = 3 = 81 


.0=6 =3 


A — dokładnie w jednym 
z rzutów wypadły 3 lub 
4 oczka 
A=()02:4=16 


P(A)= 5=5 


TOJ 
mo 


+ 


ESO 


6-0) 


=5-4-3=60 
=4.3.2=24 
"e > 


1. 324561, 1 liczba 
3246 — —, 2! = 2 liczby 


32a — ——, a € 5,6) 

2.3! =12 liczb 

dz=== 0650 

3-4! = 72 liczby 

c— — — ——, c E {4,5,6} 

3- 5! = 360 liczb 

Ostatecznie: 

1+2 +12 +72 + 360 = 447 
2. P(ANB)= 


= P(A)+P(B)— P(AUB)= 
= 0,6 + 0,7 — 0,9 = 0,4 


W Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Ile jest permutacji cyfr liczby 324516 prowadzących do otrzymania liczby 
większej od wyjściowej liczby? 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Niech A,B C Q oraz P(A) = 0,6, P(B’) = 03, P(A U B) = 0,9. Oblicz 
P(A|B). 


Zadanie 3 (4 pkt) 

Na egzaminie należy wylosować 3 pytania z 10. Student potrafi odpowiedzieć 
na 7 pytań. Zda egzamin, jeśli odpowie na co najmniej 2 pytania. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że student zda egzamin, jeśli potrafi odpowiedzieć 
na pierwsze z wylosowanych pytań. 


P(A|B) = P = 04 =4 [D] Zadanie 4 (4 pkt) 


3. A — student zda egzamin 


B — na pierwsze pytanie 
potrafi odpowiedzieć 


B=7.9:8 

ANB = 7.6-3+7-3-6+7-6.5 = 
=y- 

P(A|B) = SĘ = 4 


4. Q = 10-9: 8-7 = 5040 
Każdą kombinację czterech 
liczb można ustawić na dwa 
sposoby (rosnąco lub maleją- 
co), czyli: 

A =2. (1?) = 2 - 210 = 420 
Zatem P(A) = 5% = 4. 

5. p- (1 — p) = 0,36 
p” — 1, 5p +0,54 = 0 
A =1,5° — 4- 0,54 = 0,09 


VA =0,3 
p = 0,6 lub p = 0,9 
6. 1 — P>4(0) = 


24 (0) 
E a 
=1- (88)% ~ 0,4914 
9. 166749 
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Spośród liczb 1,2, ...,10 wybrano kolejno cztery bez zwracania i ustawiono je 
w ciąg. Uzasadnij, że prawdopodobieństwo tego, że jest to ciąg monotoniczny, 
równa się 5. 

Zadanie 5 (4 pkt) 

Łucznik trafia w tarczę z prawdopodobieństwem równym p. Prawdopodobień- 
stwo tego, że strzała, która trafiła w tarczę, trafiła w dziesiątkę, jest równe 
1- Šp. Oblicz p, jeśli prawdopodobieństwo tego, że łucznik trafi w dziesiątkę, 
gdy strzela raz, jest równe 0,36. 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania przynajmniej raz dwóch szóstek 
w 24 rzutach dwiema kostkami. 


Zadanie 7 (4 pkt) 
Spośród liczb sześciocyfrowych losujemy jedną. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że wylosowana liczba ma tyle samo cyfr parzystych co nieparzystych. 


Zadanie 8 (4 pkt) 
Mamy pięć klasycznych kostek do gry oraz jedną nietypową, 


której siatkę przedstawiono na rysunku obok. Wykonano i 
dwa rzuty losowo wybraną kostką i otrzymano dwie czwórki. sc% 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że rzucano kostką niety- ... 
pową. koda 
e o 
Zadanie 9 (6 pkt) ° o 
Oblicz, ile jest wszystkich nieparzystych liczb stucyfrowych |* e i 


o sumie cyfr równej 5. 


7. Q = 900000 
Wybieramy trzy miejsca z sześciu dla cyfr nieparzystych. W każdym z tych miejsc 
możemy wybrać cyfrę nieparzystą na 5 sposobów. Pozostałe trzy miejsca są dla cyfr 
parzystych, a każdą cyfrę parzystą możemy wybrać na 5 sposobów. 
(0756-2037 

3 

Odejmujemy liczby z zerem na początku: 1- (3) -5° - 5? = 10-57 
A = 20 - 5ê — 10 - 5* = 281250 


— Pl 
P(A) — 900000 — 16 


8. A — wyrzucono dwie czwórki 
Bı — rzucano klasyczną kostką, B2 — rzucano nietypową kostką 


P(B4)-P(A|B>) 3-03) 
P(B>|A) = Ff: FAIBD+F(B2) PAZ) — FG GF = 


2 
9 


